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Строго позитивными назовем формулы, составленные из пропозициональных перемен-
ных,⊤, ∧ и модальностей ♦0,♦1, .... Утверждениями этого языка считаем секвенции 𝐴 ⊢ 𝐵,
где 𝐴,𝐵 строго позитивны.

Модальные логики в этом языке возникают, с одной стороны, в дескрипционной логике
(подробнее см. в [9]), а с другой стороны, в теории доказательств. Доклад посвящен обзору
второго направления.

В работах Г.К. Джапаридзе и К.Н. Игнатьева [1], [2], [8] была рассмотрена полимодаль-
ная логика GLP с модальностями [𝑛] для каждого 𝑛 и доказана арифметическая полнота
относительно интерпретации [𝑛] как доказуемости в теории PA + ThΠ𝑛(N).

С опорой на эту интерпретацию и алгебраическую семантику GLP Л.Д. Беклеми-
шевым были получены чисто теоретико-доказательственные результаты об ординальном
анализе PA и недоказуемости в PA принципа Червя (исчерпывающий обзор см. в [4]).
Оказалось, что для этих приложений достаточно рассматривать лишь строго позитив-
ный фрагмент GLP, откуда естественным образом встал вопрос об описании этого фраг-
мента (названного RC). Эта задача была решена Е.В. Дашковым, который нашел его
аксиоматизацию, показал полноту по Крипке и полиномиальную разрешимость [7]. На-
чиная с этого момента строго позитивные логики стали активно изучаться в теоретико-
доказательственном контексте.

Бедность строго позитивного языка позволяет сформулировать арифметическую ин-
терпретацию, более общую, чем та, что возникает в полном языке. А именно, имея ♦*

0,♦
*
1, ...

— набор операторов над гёделевыми теориями, можно определить семантику, в которой
переменные будут означиваться гёделевыми теориями, а ♦𝑛 интерпретироватьcя как ♦*

𝑛.
Тогда 𝐴 ⊢ 𝐵 считается истинной при оценке *, если теория 𝐴* (доказуемо) сильнее теории
𝐵*.

В докладе будет рассмотрен ряд примеров естественных операторов подобного ро-
да и соответствующих им строго позитивных логик, таких как логика RC𝜔, получаю-
щаяся из RC добавлением оператора, расширяющего теорию полной схемой равномер-
ной рефлексии для неё [5], логика RC∇, получающаяся из RC добавлением операторов
«Π𝑛-фрагмент теории» [6], и других. Некоторые из них имеют интригующие теоретико-
доказательственные приложения, для многих открыт вопрос об арифметической полноте.

Наконец, будут презентованы авторские исследования строго позитивной логики про-
грессий Тьюринга, опирающиеся на результаты курсовой работы Т.М. Якобовской [3].
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