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Введение. Представим себе автомат для выдачи таблеток (блистер), в котором одновре-
менно находится фиксированное число таблеток. Периодически некоторая доля таблеток
случайным образом извлекается, а на освободившееся место поступает новая. Каждая
поступившая таблетка помечается номером текущего шага. В работе изучается случай,
когда в каждый период времени обновлению подвергается ровно половина таблеток. Ма-
тематическую модель такого процесса можно описать с помощью урновой схемы.

В работе изучается асимптотическое поведение двух характеристик этого процесса: са-
мого старого номера, который ещё присутствует в урне, и самого нового номера, который
в урне не встречается. Рассматривается случай, когда общее число шаров равно 2𝑁 , где
𝑁 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, и стремится к бесконечности, а время 𝑡 также велико. Получены предель-
ные распределения для указанных экстремальных величин при некоторых соотношениях
между 𝑡 и 𝑛.

Математическая модель. В момент 𝑡 = 1 в урне находится 2𝑁 шаров: 𝑁 с номером 0
и 𝑁 с номером 1. На каждом шаге 𝑡 ≥ 2 равновероятно выбирается 𝑁 шаров (половина
урны), они извлекаются, а вместо них добавляется 𝑁 новых шаров с номером 𝑡. Таким
образом, в момент 𝑡 в урне находятся 𝑁 шаров с номерами из {0, . . . , 𝑡− 1} и 𝑁 шаров с
номером 𝑡.

Введем случайные величины 𝜈𝑘(𝑡) (𝑘 ≤ 𝑡) – число шаров с номером 𝑘 в момент 𝑡. Про-
цесс {𝜈𝑘(𝑡)}∀𝑘 является марковским, вероятности переходов имеют гипергеометрическое
распределение:

𝑃 (𝜈𝑘(𝑡 + 1) = 𝑚 | 𝜈𝑘(𝑡) = 𝑀) =
𝐶𝑚

𝑀𝐶𝑁−𝑚
2𝑁−𝑀

𝐶𝑁
2𝑁

.

Основные величины. Основной интерес представляют случайные величины, описыва-
ющие границы «фронта»:

𝐴(𝑡) = min{𝑘 ≤ 𝑡 : 𝜈𝑘(𝑡) > 0}, 𝐹 (𝑡) = max{𝑘 ≤ 𝑡 : 𝜈𝑘(𝑡) = 0},

где максимум пустого множества полагаем равным −1.
Отрезок [𝐴(𝑡), 𝐹 (𝑡)] (если 𝐴(𝑡) < 𝐹 (𝑡)) охватывает номера от самого старого из присут-

ствующих до самого нового из отсутствующих — эту область мы будем называть фронтом.
Случай 𝐴(𝑡) ≥ 𝐹 (𝑡) соответствует пустому фронту.

Дальнейшие результаты будет удобнее формулировать для величин:

𝐴(𝑡) = 𝑡− 𝐴(𝑡), 𝐹 (𝑡) = 𝑡− 𝐹 (𝑡).
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Результаты.
Теорема 1. Пусть 𝑁 = 2𝑛 и 𝑡 = 𝑛 + 1. Тогда при 𝑛 → ∞ для любого фиксированного

натурального 𝑚

(𝜈1(𝑡), . . . , 𝜈𝑚(𝑡))
𝑑−→ (Π1, . . . ,Π𝑚),

где Π𝑖 ∼ Poisson(2𝑖−1) независимы.
Теорема 2 (о фронте частиц). Пусть 𝑁 = 2𝑛, зафиксируем произвольные целые

числа 𝑘, ℓ, не зависящие от 𝑛. Тогда при 𝑡− 𝑛 → ∞ справедливо

lim
𝑛→∞

𝑃
(︀
𝐴(𝑡) = 𝑛 + 𝑘, 𝐹 (𝑡) = 𝑛 + ℓ

)︀
= 𝑝𝑘,ℓ,

где

𝑝𝑘,ℓ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒−2−𝑘
∞∏︁
𝑖=0

(︀
1 − 𝑒−2−𝑘+𝑖)︀

, 𝑘 = ℓ− 1,

𝑒−22−𝑘(︀
1 − 𝑒−22−𝑘)︀

𝑒−22−ℓ
∞∏︁
𝑖=1

(︀
1 − 𝑒−22−ℓ+𝑖)︀

, 𝑘 > ℓ,

0, иначе.

Основным инструментом доказательства является теорема Михайлова, изложенная в
работе [1].
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