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Асимптотические свойства выпуклых оболочек случайных множеств точек активно ис-
следуются с 60-х годов 20 века. Как правило, работах рассматриваются случайные блуж-
дания в R𝑑 с дискретным или непрерывным временем. К работам с непрерывным време-
нем можно отнести, например, [1], где исследуются выпуклые оболочки 𝑁 броуновских
движений на плоскости. В литературе не встречается работ по исследованию выпуклых
оболочек на решетчатых пространствах. Несмотря на то, что случай блуждания в Z𝑑

является частным случаем блуждания в R𝑑, прямой перенос результатов из R𝑑 в Z𝑑 не
всегда возможен, так как, как правило, нарушаются основные необходимые требования,
налагаемые на скачки 𝑍𝑖. Некоторые результаты могут быть перенесены в Z𝑑. Напри-
мер, в работе [2] результаты для математического ожидания длины периметра и площа-
ди выпуклой оболочки формулируются в предположениях, позволяющих рассматривать
решетчатый случай. Однако, многие геометрические характеристики выпуклой оболочки,
опирающиеся на комбинаторные свойства последовательности скачков, не могут быть пря-
мо перенесены. К таким характеристикам относится, например, число граней в границе
выпуклой оболочки или асимптотика вероятности нахождения грани в границе, которая
и исследуется в настоящей работе.

В докладе рассматривается простое симметричное случайное блуждание 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑋𝑘,

𝑆0 := 0 на двумерной решетке Z2. Скачки 𝑋𝑖 независимы и одинаково распределены

P(𝑋𝑖 = (1, 0)) = P(𝑋𝑖 = (−1, 0)) = P(𝑋𝑖 = (0, 1)) = P(𝑋𝑖 = (0,−1)) =
1

4
.

Через 𝐶𝑛 обозначим выпуклую оболочку точек 𝑆0, . . . , 𝑆𝑛. Любая грань граничного
выпуклого многоугольника 𝜕𝐶𝑛 соединяет некоторые две частичные суммы случайного
блуждания 𝑆𝑛1 и 𝑆𝑛2 , 0 ≤ 𝑛1 < 𝑛2 ≤ 𝑛. В данной работе выводится асимптотика вероятно-
сти P(𝑆𝑛1𝑆𝑛2 ∈ 𝜕𝐶𝑛) при фиксированных 𝑛1, 𝑛2 и 𝑛 → ∞.

Нам потребуется вспомогательный результат (теорема 1) для одномерного случайного
блуждания, после чего будет сформулирован результат для вероятности грани (теорема
2).

Теорема 1. Пусть 𝑘,𝑚 — два взаимно простых натуральных числа. 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑋𝑘, 𝑆0 :=

0, где одномерные скачки 𝑋𝑖 независимы, одинаково распределены по закону:

P(𝑋𝑖 = 𝑘) = P(𝑋𝑖 = −𝑘) = P(𝑋𝑖 = 𝑚) = P(𝑋𝑖 = −𝑚) =
1

4
.

Через 𝑁𝑛 обозначим число положительных частичных сумм среди 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛 соответ-
ственно, через 𝑝𝑛 обозначим P(𝑁𝑛 = 𝑛). Тогда существует константа 𝐶𝑘,𝑚, что
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𝑝𝑛 ∼ 𝐶𝑘,𝑚√
𝜋𝑛

, 𝑛 → ∞,

где 𝐴𝑛 ∼ 𝐵𝑛, 𝑛 → ∞ означает, что lim
𝑛→∞

𝐴𝑛

𝐵𝑛
= 1. Причем

𝐶𝑘,𝑚 = exp

⎛⎝ 1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

ln (1− 1

2
(cos 𝑘𝜃 + cos𝑚𝜃))𝑑𝜃

⎞⎠.

Теорема 2. Пусть 𝑛1, 𝑛2 – некоторые фиксированные моменты времени 0 ≤ 𝑛1 < 𝑛2 ≤
𝑛. Тогда существует такая 𝐶𝑛1,𝑛2 > 0, что

P(𝑆𝑛1𝑆𝑛2 ∈ 𝜕𝐶𝑛) ∼
𝐶𝑛1,𝑛2√

𝑛
, 𝑛 → ∞.
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