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Случайные блуждания на графах тесно связаны с электрическими сетями. Фундамен-
тальный результат теории состоит в том, что напряжение в узле сети при фиксированных
потенциалах на границе совпадает с вероятностью достичь одной границы раньше дру-
гой для соответствующего случайного блуждания. Эффективное сопротивление между
двумя узлами допускает вариационную характеризацию (принцип Томсона) и позволяет
судить о возвратности или транзиентности блуждания на бесконечном графе. В работе
исследуются случайные блуждания на полосах конечной высоты и на четверти плоскости
с неоднородными проводимостями, экспоненциально зависящими от координат. Основная
цель – определить условия на параметр 𝜌, при которых блуждание является возвратным
или транзиентным.

Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸) - связный взвешенный граф, ребрам которого сопоставлены положи-
тельные веса {𝑐𝑥𝑦}(𝑥,𝑦)∈𝐸. Введем случайное блуждание. Определим пространство состоя-
ний 𝑋𝑛 = {𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑉 } - вершины графа и переходные вероятности: 𝑃 (𝑋𝑛 = 𝑦|𝑋𝑛−1 = 𝑥) =
𝑝𝑥𝑦 = 𝑐𝑥𝑦/𝜋𝑥, где 𝜋𝑥 =

∑︀
𝑦∼𝑥 𝑐𝑥𝑦.

Рассмотрим две модели:
1) Полубесконечная полоса высоты 𝑘. 𝐺 = Z+ × {0, . . . , 𝑘} c горизонатильными и вер-

тикальными ребрами, которым сопоставлены веса

𝑐((𝑖,𝑗),(𝑖+1,𝑗)) = 𝐶2𝑗+1𝜌
𝑖, 𝑐((𝑖,𝑗),(𝑖,𝑗+1)) = 𝐶2(𝑗+1)𝜌

𝑖

2) Четверть плоскости. 𝐺 = Z+ × Z+ c горизонатильными и вертикальными ребрами,
которым сопоставлены веса

𝑐((𝑖,𝑗),(𝑖+1,𝑗)) = 𝐶1𝜌
𝑖+𝑗, 𝑐((𝑖,𝑗),(𝑖,𝑗+1)) = 𝐶2𝜌

𝑖+𝑗

Теорема 1. В моделях 1) и 2) при 𝜌 ≤ 1 блуждание возвратно, при 𝜌 > 1 транизентно.

Доказательство приведено с использованием методов электрических сетей [1,2]. Ве-
са 𝑐𝑥𝑦 интерпретируются как величины, обратные сопротивлениям рёбер. Возвратность
блуждания эквивалентна бесконечности эффективного сопротивления от стартовой вер-
шины до бесконечности. Для анализа бесконечных графов эффективное сопротивление до
бесконечности определяется как предел эффективных сопротивлений между источником
тока и вершиной, стягивающей внешность конечных подграфов исчерпывающей последо-
вательности. Эффективное сопротивление оценивается с помощью склейки вершин (при
𝜌 ≤ 1) и удаления рёбер (при 𝜌 > 1), что позволяет использовать законы последователь-
ного и параллельного соединения.
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