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Рассмотрено уравнение Фоккера–Планка, соответствующее плотности вероятностного
процесса Орнштейна-Уленбека с дробной диффузией [2]:

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒟𝛼

𝜃,𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛾
𝜕(𝑥𝑢(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑥
, (1)

где дробная производная понимается в смысле Рисса–Феллера по пространству, 𝛾 ∈ R,
𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 0 < 𝛼 ≤ 2, |𝜃| ≤ min(𝛼, 2 − 𝛼). Решение 𝑢(𝑡, 𝑥) ≥ 0 подчиняется условию
нормировки

∫︀∞
−∞ 𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 1.

Мы изучим вопрос о существовании моментов вероятностного распределения и свойствах
фундаментального решения, то есть решения задачи Коши с начальными данными 𝑢(0, 𝑥) =
𝛿(𝑥− 𝑥0). Кроме того, мы изучим вопрос о существовании нетривиального стационарного
решения.

Доказаны следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть 𝑋𝑡 - случайная величина с плотностью распределения 𝑢(𝑡, 𝑥), ко-
торая удовлетворяет дробному уравнению Фоккера-Планка (1). Её моменты обладают
следующими свойствами:

E(𝑋𝑡) =

{︃
𝑥0e

−𝛾𝑡, 𝛼 > 1,

не определено, 𝛼 ≤ 1,

E(𝑋2
𝑡 ) =

⎧⎨⎩𝑥2
0e

−2𝛾𝑡 +
1 − e−2𝛾𝑡

𝛾
, 𝛼 = 2, 𝜃 = 0,

не определено, 𝛼 < 2,

моменты порядка 𝑛 > 2 не определены.
При 𝛼 > 1 существует константа 𝐶 = 𝐶(𝑡, 𝛼, 𝜃, 𝛾) > 0, такая что для всех 𝑠 ∈ (0, 𝛼− 1)

выполняется E(𝑋1+𝑠
𝑡 ) ≤ 𝐶

𝛼−1−𝑠
.

При 𝛼 = 2, 𝛾 = 0 уравнение соответствует стандартному гауссовскому распределению,
а при остальных 𝛼 соответствует распределению с "тяжёлыми"хвостами.

Теорема 2. Фундаментальное решение уравнения (1) может быть записано в следую-
щем виде:

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝐴− 1
𝛼 (𝑡)𝐹𝜃(𝐴

− 1
𝛼 (𝑡)(𝑥−𝑚(𝑡))),

где 𝐴(𝑡) = (1−e−𝛼𝛾𝑡)
𝛼𝛾

, 𝑚(𝑡) = 𝑥0e
−𝛾𝑡, 𝐹𝜃(𝑧) = 1

𝜋

∫︀∞
0

cos (𝑞𝑧 + 𝑞𝛼 sin 𝜋𝜃
2

)e−𝑞𝛼 cos 𝜋𝜃
2 𝑑𝑞

При 𝛾 > 0 существует нетривиальное стационарное решение 𝑢∞ уравнения (1), которое
может быть записано в виде
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𝑢∞(𝑥) = (𝛼𝛾)
1
𝛼𝐹𝜃((𝛼𝛾)

1
𝛼𝑥).

Теорема 3. Фундаментальное решение уравнения (1) при 𝛾 = 0 имеет асимптотику

𝑢(𝑡, 𝑥) ∼ 𝑡Γ(1 + 𝛼)

2𝜋

sin(𝜋(𝛼− 𝜃)/2)

|𝑥|1+𝛼
=

𝐶𝛼,𝜃𝑡

|𝑥|1+𝛼
, |𝑥| → ∞,

а при 𝛾 ̸= 0

𝑢(𝑡, 𝑥) ∼ 𝐶𝛼,𝜃𝐴(𝑡)

|𝑥|1+𝛼
, |𝑥| → ∞.

Также исследуется влияние параметров задачи 𝛼, 𝛾 на вид решения.

Методы исследования могут быть применены к более широким классам уравнений
Фоккера-Планка с дробными производными, для которых пока известны только числен-
ные результаты [1].
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