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<p>Определение 1. Функция 𝑦 : R+ → R называется колеблющейся (строго), если
для каждого 𝑇 > 0 при некоторых 𝑡2 > 𝑡1 > 𝑇 она на отрезке [𝑡1, 𝑡2] имеет хотя бы
один нуль (соответственно меняет знак внутри отрезка, т. е. 𝑦(𝑎)𝑦(𝑏) < 0 для некоторых
𝑎, 𝑏 ∈ [𝑡1, 𝑡2]).

Для заданных 𝑡 > 0, κ ∈ {−, 0, } и функции 𝑦 обозначим через 𝜈κ(𝑦, 𝑡) количество на
(0, 𝑡]: ее смен знака, если κ = −; ее нулей, если κ = 0; ее гиперкратных корней, если κ =
(в последнем случае некратный нуль считается 1 раз, а кратный — бесконечно много раз).

Определение 2 [5]. Верхней (нижней) частотой Сергеева знаков или нулей скаляр-
ной функции 𝑦 : R+ → R называется величина

𝜔̂κ[𝑦] ≡ lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈κ(𝑦, 𝑡)

(︂
𝜔̌κ[𝑦] ≡ lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈κ(𝑦, 𝑡)

)︂
,

при κ = − или κ = 0 соответственно.
Если частота Сергеева нулей (знаков) данной функции положительна, то эта функ-

ция — колеблющаяся (строго), а обратное неверно: например, функция 𝑦(𝑡) = sin
√
𝑡 + 1 —

строго колеблющаяся (с простыми нулями), однако 𝜔̂0(𝑦) = 𝜔̌0(𝑦) = 0.
Будем называть линейное однородное уравнение 𝑛-го порядка

𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑦
(𝑛−1) + . . . + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦̇ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑦 = 0, 𝑡 ∈ R+, (1)

(строго) колеблющимся, если все его ненулевые решения обладают тем же свойством.
Определение 3 [7]. Слабым верхним (нижним) показателем колеблемости знаков,

нулей или гиперкорней вектор-функции 𝑥 : R+ → R𝑛 называется величина

𝜈κ
∘ (𝑥) ≡ lim

𝑡→+∞
inf
𝑎∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈κ(⟨𝑥, 𝑎⟩, 𝑡)

(︂
𝜈κ
∘ (𝑥) ≡ lim

𝑡→+∞
inf
𝑎∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈κ(⟨𝑥, 𝑎⟩, 𝑡)

)︂
,

при κ = −, 0, * соответственно, где ⟨·, ·⟩ — скалярное произведение, а звёздочка в нижнем
индексе означает исключение нулевого вектора.

Определение 4. Будем называть функцию 𝑥 : R+ → R𝑛 колеблющейся (строго), если
для каждого 𝑇 > 0 при некоторых 𝑡2 > 𝑡1 > 𝑇 для любого 𝑎 ∈ R𝑛

* функция ⟨𝑥, 𝑎⟩ имеет
нуль на [𝑡1, 𝑡2] (меняет знак внутри него). Систему
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𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+, (2)

назовём колеблющейся (строго), если все её ненулевые решения обладают тем же свой-
ством.

Вопрос: какой дескриптивный тип имеют множества колеблющихся уравнений и си-
стем, а также колеблющихся решений?

Пусть ̃︁ℳ𝑛 - пространство систем (2) с непрерывными 𝐴 : R+ → R𝑛×𝑛 в компактно-
открытой топологии, а ̃︀ℰ𝑛 ⊂ ̃︁ℳ𝑛 — подпространство, соответствующее уравнениям (1).
Пусть 𝚤(𝑎, 𝜉) и 𝚥(𝐴, 𝜉) — решение с начальным вектором 𝜉 ∈ R𝑛

* для 𝑎 ∈ ̃︀ℰ𝑛 и 𝐴 ∈ ̃︁ℳ𝑛.
Далее G,F,G𝛿,F𝜎,G𝛿𝜎,F𝜎𝛿 обозначают стандартные классы Бэра подмножеств метри-

ческого пространства.
Множество уравнений, удовлетворяющих условию

𝜔1(𝑎) ≡ inf
𝑦∈𝒮*(𝑎)

𝜈−[𝑦] > 0,

где 𝒮*(𝑎)— множество ненулевых решений уравнения 𝑎, является G𝛿𝜎-множеством [4], а
множества

{(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀ℰ𝑛 × R𝑛
* : 𝜔̂0(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0} и {(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀ℰ𝑛 × R𝑛

* : 𝜔̂−(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0},

{(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀ℰ𝑛 × R𝑛
* : 𝜔̌0(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0} и {(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀ℰ𝑛 × R𝑛

* : 𝜔̌−(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0}

являются G𝛿𝜎-множествами и, соответственно, F𝜎𝛿𝜎-множествами [2, 1].
Теорема 1. Для любого 𝑛 > 2 справедливы следующие утверждения: 1) множество

пар (𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀ℰ𝑛 ×R𝑛
* , отвечающих колеблющимся решениям, является F𝜎𝛿-множеством,

а строго колеблющимся — G𝛿-множеством; 2) множество строго колеблющихся урав-
нений (1) является G𝛿-подмножеством в ̃︀ℰ𝑛.

Множество {𝐴 ∈ ̃︁ℳ𝑛 : sup𝑥∈𝒮*(𝐴) 𝜈
*[𝑥] > 0} является F𝜎-множеством [6], а множества

{(𝐴, 𝜉) ∈ ̃︁ℳ𝑛 × R𝑛
* : 𝜈*(𝚥(𝐴, 𝜉)) > 0}, {(𝐴, 𝜉) ∈ ̃︁ℳ𝑛 × R𝑛

* : 𝜈*(𝚥(𝐴, 𝜉)) > 0}

являются F𝜎-множеством и, соответственно, F𝜎𝛿-множеством [3].
Теорема 2. Для любого 𝑛 > 2 справедливы следующие утверждения: 1) множество

пар (𝐴, 𝜉) ∈ ̃︁ℳ𝑛×R𝑛
* , отвечающих колеблющимся решениям, является F𝜎𝛿-множеством,

а строго колеблющимся — G𝛿-множеством; 2) множество строго колеблющихся систем
(2) является G𝛿-подмножеством в ̃︁ℳ𝑛.

Вопросы о возможности усилить утверждения теорем 1 и 2, а также о дескриптивном
типе множеств колеблющихся уравнений и систем остаются открытыми.</p>

Источники и литература

1) Барабанов Е.А., Войделевич А.С. К теории частот Сергеева нулей, знаков и кор-
ней решений линейных дифференциальных уравнений. I // Дифференц. уравнения.
2016. Т. 52, № 10. С. 1302–1320.

2) Быков В.В. О бэровской классификации частот Сергеева нулей и корней решений
линейных дифференциальных уравнений // Дифференц. уравнения. 2016. Т. 52, № 4.
С. 419–425.

3) Похачевский В.А., Быков В.В. О бэровской классификации слабых показателей ко-
леблемости гиперкратных корней решений линейной системы // Дифференц. урав-
нения. 2025. Т. 61, № 6. С. 857–858.

2



Конференция «Ломоносов-2026»

4) Сергеев И.Н. О классах Бэра характеристических частот линейного уравнения //
Дифференц. уравнения. 2005. Т. 41, № 6. С. 852.

5) Сергеев И.Н. Определение и свойства характеристических частот линейного уравне-
ния // Тр. сем. имени И.Г. Петровского. 2006. Т. 25. С. 249–294.

6) Сергеев И.Н. Класс Бэра крайних гиперчастот линейных систем // Дифференц.
уравнения. 2012. Т. 48, № 11. С. 1569–1570.

7) Сергеев И.Н. Характеристики колеблемости и блуждаемости решений линейной
дифференциальной системы // Изв. РАН. Сер. матем. 2012. Т. 76, № 1. С. 149–172.

3


