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В работе рассматривается задача трассировки лучей в пространстве с непостоянной
кривизной, сведённая к задаче численного моделирования биллиардноподобной системы.
Данная система является классическим примером интегрируемой гамильтоновой системы
с двумя степенями свободы, для которой существуют первые интегралы движения. После
этого фрагмента (теория топологической классификации таких систем подробно изложена
в монографии [1]). Форма биллиардного стола в виде поверхности эллипсоида, ограничен-
ной квадриками из софокусного семейства обеспечивает наличие дополнительных первых
интегралов. Изучение таких систем представляет интерес как с точки зрения теории инте-
грируемых систем и топологии слоения Лиувилля, так и с точки зрения прикладных задач
визуализации и трассировки лучей в неевклидовых геометриях. Более подробный обзор
обобщенных биллиардов приведен в [2-3]. Моделирование подобных систем представля-
ет особый интерес. Так, в работе [4] численное моделирование геодезического потока на
эллипсоиде производилось с помощью дифференциальных нейронных сетей.

Для численного интегрирования данной системы использованы два численных мето-
да: метод Эйлера и метод Рунге–Кутты порядка 4(5) с адаптивным шагом. Проведено
сравнение точности этих методов при вычислении биллиардных траекторий на поверх-
ности эллипсоида и в областях, ограниченных софокусными квадриками. Для анализа
локальной устойчивости численного интегрирования на поверхности введена характери-
стика средней локальной ошибки, основанная на методе «возврата». Данный метод поз-
воляет оценивать накопление погрешности при интегрировании траекторий, проходящих
через данную точку поверхности.

Особое внимание уделено влиянию геометрических особенностей поверхности на точ-
ность численного моделирования. Оказалось, что наибольшие значения ошибки возникают
в окрестности омбилических точек эллипсоида, в которых совпадают главные кривизны
эллипсоида. В работе показано, что вблизи них наблюдается повышенная чувствитель-
ность геодезического потока и первых интегралов к направлению вектора скорости. Это
приводит к локальному росту погрешности даже при использовании методов высокого
порядка.

Основным результатом работы является демонстрация того, что учёт первых инте-
гралов динамической системы при численном моделировании её поведения позволяет су-
щественно повысить точность полученного решения. Численные эксперименты показыва-
ют, что учёт биллиардных интегралов позволяет уменьшить накопленную ошибку метода
Рунге–Кутты в несколько раз (от трёх до восьми в зависимости от области движения),
что делает данный подход эффективным инструментом для задач моделирования геоде-
зических потоков и трассировки лучей в неевклидовых пространствах.
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