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Существует ряд обобщений плоского математического биллиарда в замкнутой ограни-
ченной области, в котором движется частица без воздействия на нее внешних сил: билли-
ард с проскальзыванием, биллиардные книжки [1], биллиарды с потенциалом. В данном
докладе рассматривается плоский биллиард, ограниченный эллипсом из семейства софо-
кусных квадрик 𝑥2

𝑎+𝜆
+ 𝑦2

𝑏+𝜆
= 1, с потенциалом полиномиального вида четной степени, в

общем виде записываемого как 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑃2𝑙(𝑥, 𝑦) =

𝑖+𝑗≤2𝑙∑︁
𝑖=0,𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗. Согласно теореме В.В.

Козлова [2], биллиард с потенциалом будет вполне интегрируемой по Лиувиллю системой
тогда и только тогда, когда он удовлетворяет уравнению (1):

(𝑎− 𝑏)𝑄𝑥𝑦 + 3(𝑦𝑄𝑥 − 𝑥𝑄𝑦) +𝑄𝑥𝑦(𝑦
2 − 𝑥2) + 𝑥𝑦(𝑄𝑥𝑥 −𝑄𝑦𝑦) = 0. (1)

В классе полиномов 𝑃2𝑙(𝑥, 𝑦) =

𝑖+𝑗≤2𝑙∑︁
𝑖=0,𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 сводится к решению системы линейных

уравнений на коэффициенты многочлена 𝑃2𝑙, в результате которого мы получаем следу-
ющие выражения для коэффициентов потенциала 𝑃2𝑙.

Лемма: Полином 𝑃2𝑙(𝑥, 𝑦) =
∑︀𝑖+𝑗≤2𝑙

𝑖=0,𝑗=0 𝑎𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, удовлетворяющий (1), имеет следующие

коэффициенты:
1. 𝑎𝑖,𝑗 = 0, где 𝑖 и 𝑗 не являются одновременно четными,
2. 𝑎0,2𝑙−2𝑚 = 𝛼𝑙−𝑚, где 𝑚 = 0, . . . , 𝑙 − 1 и 𝛼𝑙 ̸= 0,
3. 𝑎2𝑘,2𝑙−2𝑘−2𝑚 =

(︁
𝐶0

𝑘−1𝛼𝑙−𝑚 − 𝐶1
𝑘(𝑎− 𝑏)𝛼𝑙−𝑚+1 + · · ·+

+ (−1)𝑚𝐶𝑚
𝑘+𝑚−1(𝑎− 𝑏)𝑚𝛼𝑙

)︁
𝐶𝑘

𝑙−𝑚, где 𝑘 = 1, . . . , 𝑙 −𝑚 и 𝑚 = 0, . . . , 𝑙 − 1.
Для изучения вполне интегрируемой по Лиувиллю динамической системы с гамиль-

тонианом 𝐻 и дополнительным первым интегралом 𝐹 полезно исследовать топологию
слоения Лиувилля трехмерных изоэнергетических поверхностей. Полное описание слое-
ний Лиувилля дает инвариант Фоменко-Цишанга. При малых степенях полиномиального
потенциала вычисление инварианта Фоменко-Цишанга можно было провести, перебрав
все случаи различных перестроек областей возможного движения (ОВД) частицы при из-
менении значения интеграла 𝐹 = 𝑓 с зафиксированным значением гамильтониана 𝐻 = ℎ.
Инвариант Фоменко-Цишанга в таком случае вычислялся с помощью явного рассмотрения
перестроек ОВД. Однако в общем случае перебор случаев становится очень трудоемким
— количество перестроек, возможных расположений связных компонент ОВД и их коли-
чество кратно растет с увеличением степени потенциала. Предложенный в данной работе
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алгоритм построения инварианта Фоменко-Цишанга использует лишь свойства многочле-
на 𝑃2𝑙 и не предполагает явного рассмотрения перестроек ОВД. С его помощью стало
возможным эффективно рассматривать данную динамическую систему с потенциалом
полиномиального вида со сколь угодно большой четной степенью.

В эллиптических координатах уравнения движения такой системы могут быть запи-
саны в следующем виде, где 𝑎, 𝑏 — параметры граничного эллипса из семейства софо-
кусных квадрик (𝑏 − 𝜆)𝑥2 + (𝑎 − 𝜆)𝑦2 = (𝑎 − 𝜆)(𝑏 − 𝜆): 𝜆̇𝑖 = ±

√
8

𝜆1−𝜆2

√︀
𝑉 (𝜆𝑖), 𝑖 = 1, 2, где

𝑉 (𝑧) = (𝑎 + 𝑧)(𝑏 + 𝑧)(𝑓 + ℎ𝑧 − 𝑃 (𝑧)), 𝐹 = 𝑓, 𝐻 = ℎ — значения интегралов 𝐹, 𝐻. Введём

обозначение 𝑊 (𝑧) = 𝑓 + ℎ𝑧 −
𝑙+1∑︁
𝑖=2

𝑐𝑖𝜆
𝑖.

В ходе данной работы были полностью описаны вид и количество атомов, возника-
ющий при бифуркациях биллиарда с потенциалом, описан ход построения графа Риба,
а также вычисление меток на его ребрах. Таким образом, полностью вычислен инвари-
ант Фоменко-Цишанга для плоского биллиарда в эллипсе с полиномиальным потенциалом
произвольной четной степени.

Теорема: Инвариант Фоменко-Цишанга для биллиарда в эллипсе с потенциалом вида

𝑃2𝑙(𝑥, 𝑦) =

𝑖+𝑗≤2𝑙∑︁
𝑖=0,𝑗=0

𝑎𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, удовлетворяющему (1), алгоритмически вычисляется по виду

многочлена 𝑊 (𝑧) и значению ℎ интеграла энергии.
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