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На плоскости Минковского рассмотрим семейство псевдоокружностей, которое задаёт-
ся соотношением: 𝑥2−𝑦2 = 𝑎−𝜆, где 𝑎 > 0, 𝜆 ∈ R. Будем исследовать математические бил-
лиарды, ограниченные прямыми, проходящими через начало координат, и псевдоокружно-
стями данного семейства (рис.1, рис.2). Оказывается, такие биллиарды — интегрируемы,
первые интегралы — функции Λ = 𝑎 + (𝑣2𝑥−𝑣1𝑦)2

𝑣21−𝑣22
, 𝐻 = 𝑣21 − 𝑣22; где 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) — вектор

скорости частицы, (𝑥, 𝑦) — точка биллиарда. Справедливы следующие:
Утверждение 1. Рассмотрим математический биллиард на плоскости Минковского в

области на рис.1, 𝑎 > 𝜆1 > 𝜆2. Пусть 𝑀 ⊂ 𝑄3 — поверхность уровня интеграла Λ. Тогда
𝑀 гомеоморфна: окружности — при 𝐻 < 0,Λ = 𝜆1; двумерному тору — при 𝐻 < 0,Λ < 𝜆1

и 𝐻 > 0,Λ > 𝑎; цилиндру — при 𝐻 > 0,Λ = 𝑎. При всех остальных значениях функций Λ
и 𝐻 траекторий нет.

Утверждение 2. Рассмотрим математический биллиард на плоскости Минковского в
области на рис.2, 𝑎 > 𝜆1. Тогда при Λ ̸= 𝑎 траектория частицы — ломаная, вдоль которой
частица за конечное время достигает начала координат. При Λ = 𝑎 траекторий нет.

Пусть на плоскости Минковского в области на рис.1 при движении частицы на неё
действует потенциал 𝑈(𝑥2 − 𝑦2). Интегрируемость в этом случае сохраняется. Первые
интегралы — функции 𝐻 = 1

2
(𝑝2𝑥 − 𝑝2𝑦) + 𝑈(𝑥2 − 𝑦2), 𝐹 = (𝑝𝑦𝑥 + 𝑝𝑥𝑦)2; где 𝑝 = (𝑝𝑥, 𝑝𝑦) —

импульс частицы, (𝑥, 𝑦) — точка биллиарда. Зафиксируем значения первых интегралов
𝐻 = ℎ и 𝐹 = 𝑓 и положим 𝑈(𝑥2 − 𝑦2) := 1√

𝑥2−𝑦2
. Справедлива следующая

Теорема 1. Бифуркационная диаграмма математического биллиарда с потенциалом
𝑈(𝑥2 − 𝑦2) := 1√

𝑥2−𝑦2
на плоскости Минковского в области на рис.1 имеет следующий вид:

Дуга гиперболы 𝑓 = 1
2ℎ

при 1
2𝑟2

< ℎ < 1
2𝑟1

: получаемый слой гомеоморфен особому слою
атома В;

Луч 𝑓 = 2𝑟1 − 2ℎ𝑟21 при ℎ < 1
𝑟1+𝑟2

: получаемый слой гомеоморфен окружности;
Интервал 𝑓 = 2𝑟2 − 2ℎ𝑟22 при 1

𝑟1+𝑟2
< ℎ < 1

𝑟2
: получаемый слой гомеоморфен окружно-

сти;
Точка 𝑓 = 2𝑟1𝑟2

𝑟1+𝑟2
, ℎ = 1

𝑟1+𝑟2
: получаемый слой гомеоморфен двум непересекающимся

окружностям;
Луч 𝑓 = 0 при ℎ > 1

𝑟2
: получаемый слой гомеоморфен цилиндру;

где 𝑟1 :=
√
𝑎− 𝜆1, 𝑟2 :=

√
𝑎− 𝜆2.
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Рис. : Области

Рис. : Бифуркационная диаграмма
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