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Группа Якобиана является алгебраическим инвариантом для всякого конечного графа,
а порядок якобиана есть спектральная характеристика данного графа. Понятие группы
Якобиана возникло как дискретный аналог якобиана из теории римановых поверхностей.
Структура якобианов графов известна только в некоторых случаях, см. обзор [1]. В данном
докладе исследуется структура якобианов конусов над сэндвич-графами.

Рассмотрим лапласиан ℒ𝐺 связного графа 𝐺 как линейный оператор ℒ𝐺 : Z|𝑉 | → Z|𝑉 |,
где |𝑉 |— количество вершин в графе. Тогда коядро cokerℒ𝐺 = Z𝑛/imℒ𝐺 — абелева группа,
где образ оператора imℒ𝐺 = ℒ𝑇Z|𝑉 |, а якобиан 𝐽𝑎𝑐(𝐺) графа 𝐺 определяется как группа
кручения cokerℒ𝐺. Введём определение сэндвич-графа.

Пусть 𝑛 ∈ N, рассмотрим конечное множество целых чисел 1 6 𝑠1 < 𝑠2 < . . . < 𝑠𝑘 6 𝑛
2
.

Граф 𝐺 = 𝐶𝑛(𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑘) на 𝑛 вершинах называют циркулянтным графом, если каждая
его 𝑖-я вершина смежна с вершинами 𝑖± 𝑠1, . . . , 𝑖± 𝑠𝑘 по модулю 𝑛. Пусть 𝑃𝑚 — граф-путь
с вершинами 𝑣𝑗. Рассмотрим набор циркулянтных графов 𝐺𝑗 = 𝐶𝑛(𝑠𝑗1, 𝑠𝑗2, . . . , 𝑠𝑗𝑘𝑗) на 𝑛
вершинах, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. Определим сэндвич-граф 𝑆𝐺𝑛 = 𝑆𝐺𝑛(𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑚) как граф
с множеством вершин 𝑉 (𝑆𝐺𝑛) = {(ℓ, 𝑣𝑗) | ℓ = 1, 2, . . . 𝑛, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚}, где любая вершина
(ℓ, 𝑣𝑗) смежна с вершинами (ℓ ± 𝑠𝑖𝑗1, 𝑣𝑖), (ℓ ± 𝑠𝑗2, 𝑣𝑗), . . . , (ℓ ± 𝑠𝑗𝑘𝑗 , 𝑣𝑗) по модулю 𝑛, и для
всех ℓ = 1, 2, . . . 𝑛 вершины (ℓ, 𝑣1), (ℓ, 𝑣2), . . . , (ℓ, 𝑣𝑚) образуют граф-путь 𝑃𝑚.

Положим, 𝑣 — граф-вершина. Конусом над графом 𝐺 называется граф ̂︀𝐺 = 𝐺 ⋆ {𝑣} с
множеством вершин 𝑉 ( ̂︀𝐺) = 𝑉 (𝐺) ∪ 𝑣 и рёбер 𝐸( ̂︀𝐺) = 𝐸(𝐺) ∪ {{𝑤, 𝑣}, 𝑤 ∈ 𝑉 (𝐺)}. Пусть̂︁𝑆𝐺𝑛 — конус над сэндвич-графом, и 𝑃 (𝑡) — полином, ассоциированный с конусом ̂︁𝑆𝐺𝑛.
Согласно работе [2], полином 𝑃 (𝑡) ∈ Z[𝑡, 𝑡−1] — палиндромный полином Лорана, значит,
существует преобразование Чебышёва такое, что 𝑃 (𝑡) = 𝑄∘ℎ(𝑡), где ℎ(𝑡) = 𝑡−1+ 𝑡. Введём
сопровождающие матрицы 𝐶𝑃 и 𝐶𝑄 для полиномов 𝑃 (𝑡) и 𝑄(𝑡), и обозначим полиномы
Чебышёва степени 𝑠 второго и четвёртого рода как 𝒰𝑠(𝑡) и 𝒲𝑠(𝑡) соответственно.

Теорема. Для якобиана 𝐽𝑎𝑐(̂︁𝑆𝐺𝑛) конуса ̂︁𝑆𝐺𝑛 имеют место утверждения.

1. При 𝑛 = 2𝑟+1 найдётся эпиморфизм 𝜙 : 𝐽𝑎𝑐(̂︁𝑆𝐺2𝑟+1) → 𝐽𝑎𝑐(̂︁𝑆𝐺1), ядро которого —
прямая сумма двух копий абелевой группы, представимой матрицей 𝒲𝑟 (𝐶𝑄/2).

2. При 𝑛 = 2𝑟 существует эпиморфизм 𝜙 : 𝐽𝑎𝑐(̂︁𝑆𝐺2𝑟) → 𝐽𝑎𝑐(̂︁𝑆𝐺2), ядро которого —
прямую сумму двух копий абелевой группы, представимой матрицей 𝒰𝑟−1 (𝐶𝑄/2).

Работа выполнена при поддержке Математического центра в Академгородке в рамках
соглашения № 075-15-2025-348 с Министерством науки и высшего образования РФ.
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