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В теории банаховых алгебр хорошо известен факт замкнутости максимальных моду-
лярных правых идеалов. В частности, для 𝐶*-алгебр этот результат не требует условия мо-
дулярности: любой максимальный правый идеал в 𝐶*-алгебре автоматически замкнут [1].
Естественным обобщением является вопрос о замкнутости максимальных правых подмо-
дулей в гильбертовых 𝐶*-модулях. В работе исследуется данный вопрос, демонстрируется,
что в общем случае ответ отрицательный, и устанавливается положительный результат
для класса конечно порожденных модулей.
Основой для доказательства в случае идеалов служит теорема о факторизации элементов
банахова модуля [2]. Для левого банахова 𝐴-модуля ℒ над 𝐶*-алгеброй 𝐴 теорема утвер-
ждает, что для любого 𝑧 ∈ ℒ и 𝜀 > 0 существуют такие 𝜎 ∈ 𝐴 и 𝑦 ∈ ℒ, что 𝑧 = 𝜎𝑦,
причем ‖𝑦 − 𝑧‖ ≤ 𝜀 и ‖𝜎‖ ≤ 1 [3]. Это позволяет, рассматривая максимальный правый
идеал 𝑀 и фундаментальную последовательность в нем, свести задачу к исследованию
аннуляторного идеала, замкнутость которого следует из общих свойств 𝐶*-алгебр [1].
В отличие от идеалов, максимальные подмодули гильбертовых 𝐶*-модулей не обязаны
быть замкнутыми. Для построения контрпримера рассмотрим бесконечномерное гильбер-
тово пространство 𝐻. Используя базис Гамеля, можно определить неограниченный линей-
ный функционал 𝜑 : 𝐻 → C, ядро которого 𝐻0 = ker𝜑 является незамкнутым максималь-
ным подпространством в 𝐻. Рассматривая 𝐻 как гильбертов 𝐶*-модуль над C, получаем
искомый пример незамкнутого максимального подмодуля.
Более содержательный пример строится над коммутативной 𝐶*-алгеброй 𝐶(𝑋), где 𝑋
– компакт. Пусть ℳ = 𝑙2(𝐶(𝑋)) – стандартный гильбертов 𝐶(𝑋)-модуль. С ним ассо-
циировано расслоение 𝜉 = (𝑝, 𝐸,𝑋) со слоем 𝑙2(C) и пространством непрерывных сече-
ний Γ(𝐸), которое 𝐶(𝑋)-изоморфно ℳ. Зафиксировав точку 𝑥0 ∈ 𝑋 и выбрав в слое
𝐸𝑥0

∼= 𝑙2(C) незамкнутое максимальное подпространство ℋ0 (ядро неограниченного функ-
ционала), определим подмодуль

ℒ𝑥0 = {𝜎 ∈ Γ(𝐸) | 𝜎(𝑥0) ∈ ℋ0}.

Можно показать, что ℒ𝑥0 является максимальным и всюду плотным в Γ(𝐸), а следова-
тельно, незамкнутым подмодулем в ℳ.
В случае, когда гильбертов 𝐶*-модуль ℳ является конечно порожденным над унитальной
𝐶*-алгеброй 𝐴, ситуация меняется. Конечная порожденность означает существование эпи-
морфизма 𝑓 : 𝐴𝑛 → ℳ. Множество эпиморфизмов открыто в пространстве ограниченных
линейных отображений [4]. Следовательно, найдется такое 𝜀 > 0, что любое близкое к 𝑓
отображение также сюръективно [5]. Если предположить, что максимальный подмодуль
ℒ ⊂ ℳ не замкнут, то его замыкание совпадает с ℳ. Тогда для образующих 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛
модуля ℳ существуют сколь угодно близкие элементы 𝑎′1, . . . , 𝑎

′
𝑛 ∈ ℒ. При достаточно ма-

лом отклонении индуцированное ими отображение 𝑔 : 𝐴𝑛 → ℳ останется эпиморфизмом,
откуда ℒ = ℳ, что противоречит максимальности ℒ.
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Таким образом, показано, что свойство замкнутости максимальных подмодулей не пере-
носится с идеалов 𝐶*-алгебр на гильбертовы 𝐶*-модули. Ключевую роль в построении
контрпримера играет существование неограниченных функционалов в бесконечномерных
пространствах. В то же время, для конечно порожденных гильбертовых модулей над уни-
тальными 𝐶*-алгебрами максимальные подмодули являются замкнутыми.
Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 25-11-00018).
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