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В работе изучаются особенности коранга 1 вещественно-аналитических интегрируе-
мых гамильтоновых систем с тремя степенями свободы (𝑛 := 3). Рассматривается малая
окрестность компактной двумерной (т.е. особой) орбиты гамильтонова R3-действия, по-
рожденного первыми интегралами системы. Она симплектоморфна “полноторию” (𝐷4 ×
T2,

∑︀2
𝑖=1 d𝐼𝑖∧d𝜙𝑖+d𝑝∧d𝑞). Эту окрестность нам будет удобнее моделировать как результат

факторизации полнотория по действию циклической группы Γ = ⟨Ψ⟩ ∼= Z𝑑:

𝑀6 = ̃︀𝑈/Γ ≈ (𝐷2 × T2 ×𝐷2)/⟨Ψ⟩, 𝜔 =
2∑︁

𝑖=1

d𝐼𝑖 ∧ d𝜙𝑖 + d𝑝 ∧ d𝑞,

с координатами (𝐼1, 𝐼2, 𝜙1, 𝜙2, 𝑝, 𝑞). Действие монодромии имеет вид

Ψ(𝐼1, 𝐼2, 𝜙1, 𝜙2, 𝑝 + 𝑖𝑞) = (𝐼1, 𝐼2, 𝜙1 + 2𝜋, 𝜙2, 𝑒
2𝜋𝑖ℓ/𝑑(𝑝 + 𝑖𝑞)),

где 0 ≤ ℓ < 𝑑, (ℓ, 𝑑) = 1, а 𝑑 ∈ N — порядок резонанса.
Первыми интегралами системы являются функции 𝑓𝑖 = 𝐼𝑖 (𝑖 = 1, 2) и гамильтониан 𝐻.

В окрестности особой орбиты приведенный гамильтониан зависит от переменных (𝑝, 𝑞) и
двух параметров 𝜀𝑖 = 𝐼𝑖, т.е. имеет вид 𝐻𝜀(𝑝, 𝑞). Он инвариантен относительно действия
группы Γ ∼= Z𝑑 и поэтому представим [1] в виде степенного ряда

𝐻𝜀 = ℎ𝜀(𝐵,𝑅, ̂︀𝑅) =
∑︁

𝑖,𝑗,𝑘,ℓ≥0

𝑎𝑖𝑅
𝑖 + 𝑏𝑗𝐵

𝑗 + 𝑐𝑘ℓ𝜀
𝑘𝐵ℓ + . . . , 𝐵 = 𝑝2 + 𝑞2, 𝑅 + 𝑖 ̂︀𝑅 = (𝑝+ 𝑖𝑞)𝑑.

Теорема 1 (полулокальная классификация [1, 2]). Предположим, что гамильтониан
𝐻𝜀 = ℎ𝜀(𝐵,𝑅, ̂︀𝑅) является невырожденным в смысле условий на коэффициенты разложе-
ния (в случае 𝑑 ≥ 7 эти условия имеют вид 𝑏1 ̸= 0 или 𝑎1𝑏2𝑐11 ̸= 0 или 𝑎1𝑏3 det{𝑐𝑘ℓ}2𝑘,ℓ=1 ̸=
0). Тогда существуют число 𝑛′ ≤ 𝑛, росток функции 𝜈 : (R2, 0) → (R𝑛′−1+𝑚, 0) и 1-
параметрические семейства ростков диффеоморфизмов (не обязательно симплектических)
𝜑𝜀 : (R, 0) → (R, 0), Φ𝜀 : (R4, 0) → (R4, 0) такие, что

𝜑𝜀 ∘𝐻𝜀 = 𝐺
𝜈(𝜀)
𝑛′−1 ∘ Φ𝜀

вблизи особой орбиты 𝒪 = (02 × T2 × 02)/Ψ. Здесь 𝐺𝜈
𝑛′−1 — стандартная функция, вид

которой определяется порядком резонанса 𝑑 (см. ниже).
Таким образом, по теореме 1 гамильтониан 𝐻𝜀 вблизи любой особой орбиты коранга 1

“общего положения” (т.е. в точках, где rk 𝑑(𝐼1, 𝐼2, 𝐻
𝜀) = 2) гладко эквивалентен стандарт-

ной функции 𝐺𝜈
𝑛′−1 следующего вида:

𝐺𝜈
𝑛′−1 := 𝐺𝛿,𝛼

𝑑,𝑛′−1(𝑝, 𝑞), 𝐺𝑑,0 := 𝜂𝑝2 + 𝑞2, 𝜂 = ±1, 𝑑 = 1, 2, 𝑛′ = 1,
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𝐺𝜈
1 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑅 + 𝐵3 +𝛿1𝐵 при 𝑑 = 1
𝜂𝑅 + 𝐵2 +𝛿1𝐵, 𝜂 = ±1 при 𝑑 = 2
𝑅 +𝛿1𝐵 при 𝑑 = 3
𝑅 + 𝛼𝐵2 +𝛿1𝐵, 𝛼2 ̸= 1, 𝜂 = sgn(𝛼2 − 1) при 𝑑 = 4
𝑅 + 𝐵2 +𝛿1𝐵 при 𝑑 ≥ 5,

𝑛′ = 2,

𝐺𝜈
2 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜂𝑅 + 𝐵4 +𝛿2𝐵
2 + 𝛿1𝐵, 𝜂 = ±1 при 𝑑 = 1,

𝜂𝑅 + 𝐵3 +𝛿2𝐵
2 + 𝛿1𝐵, 𝜂 = ±1 при 𝑑 = 2,

𝑅 + 𝜂𝐵2 + 𝐵3 +𝛿2𝐵
2 + 𝛿1𝐵, 𝜂 = ±1 при 𝑑 = 4,

𝑅 + 𝐵3 +𝛿2𝐵
2 + 𝛿1𝐵 при 𝑑 = 5, 𝑛′ = 3.

𝑅 + 𝛼𝐵3 + 𝐵4 +𝛿2𝐵
2 + 𝛿1𝐵, 𝛼2 ̸= 1, 𝜂 = sgn(𝛼2 − 1) при 𝑑 = 6,

𝑅 + 𝐵3 + 𝛼𝐵4 +𝛿2𝐵
2 + 𝛿1𝐵, 𝛼 ∈ R при 𝑑 ≥ 7,

Здесь 𝐵,𝑅, ̂︀𝑅 — инварианты действия группы Z𝑑 на плоскости (𝑝, 𝑞), 𝛿1 — параметр рас-
стройки (detuning), 𝛼 ∈ R𝑚 — “модуль”, а 𝑚 ∈ {0, 1} — модальность.

Топологию слоения вблизи особой орбиты при 𝑛′ = 1 обозначим через 𝒜 (𝑑 = 1, 𝜂 = 1),
ℬ (𝑑 = 1, 𝜂 = −1) и 𝒜* (𝑑 = 2, 𝜂 = −1), через 𝒫𝜂

ℓ/𝑑 при 𝑛′ = 2, и через 𝒲𝜂
ℓ/𝑑 — при 𝑛′ = 3.

Для перехода от полулокальной классификации (в окрестности особой орбиты) к полу-
глобальной (в окрестности компактного слоя Лиувилля) изучим бифуркации компактных
слоев при изменении значений первых интегралов. Для этого опишем топологию окрест-
ности особого слоя, содержащего данную орбиту, вместе со слоением Лиувилля в ней.

Теорема 2 (полуглобальная классификация [2]). Предположим, что совместное мно-
жество уровня первых интегралов (особый слой) компактен и содержит лишь одну особую
орбиту, причем она двумерна. Тогда для слоения Лиувилля в малой окрестности этого осо-
бого слоя возможны следующие случаи. В 9 случаях особая орбита совпадает с особым
слоем слоения Лиувилля, поэтому полулокальная особенность совпадает с полуглобаль-
ной. Это так называемые суперкритические особенности (устойчивые при 𝜀 = 0):

𝒜, 𝒫+
1/2, 𝒫+

1/4, 𝒫ℓ/𝑑 (𝑑 ≥ 5), 𝒲+
0 , 𝒲+

1/2, 𝒲+
1/4, 𝒲+

1/6, 𝒲ℓ/𝑑 (𝑑 ≥ 7).

В 10 случаях каждой полулокальной особенности (все они субкритические, т.е. неустой-
чивые при 𝜀 = 0) соответствует единственный класс топологической эквивалентности
полуглобальной особенности:

ℬ, 𝒜*, 𝒫0, 𝒫−
1/2, 𝒫1/3, 𝒫−

1/4, 𝒲−
1/2, 𝒲−

1/4, 𝒲ℓ/5, 𝒲−
1/6.

Полулокальной особенности 𝒲−
0 (субкритический ласточкин хвост) отвечают ровно две

топологически различные полуглобальные особенности.
Эти результаты обобщают полулокальную классификацию В.В. Калашникова (1998)

особенностей интегрируемых систем на случай 3 степеней свободы (теорема 1) и описы-
вают все бифуркации торов Лиувилля (теорема 2) “общего положения” коранга 1.
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