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Пусть в некоторой односвязной области заданы две непрерывно дифференцируемые
функции 𝑃 (𝑥.𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦). При изучении дифференциальных уравнений вида 𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +
𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 возникает вопрос о том, когда выражение 𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 являет-
ся полным дифференциалом некоторой функции 𝑈(𝑥, 𝑦). Решение данной задачи можно
резюмировать в виде следующей теоремы, рассматриваемой в курсе математического ана-
лиза.

Теорема 1. Пусть функции 𝑃 и 𝑄 непрерывно дифференцируемы в односвязной области
𝐷 ⊂ R2. Тогда следующие условия эквивалентны:

1)
∫︀
𝛾
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 0 для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой 𝛾 ⊂ 𝐷;

2) выражение 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 является полным дифференциалом некоторой дифференци-
руемой в области 𝐷 функции 𝑈 .

В доказательстве теоремы 1 используют широкий произвол в выборе контуров 𝛾. Вме-
сте с тем в ряде случаев это требование на 𝛾 можно значительно ослабить [1].

Пусть D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} – открытый единичный круг. Пусть также K𝑟 = {𝑧 ∈
C : |𝑧| ≤ 𝑟} – замкнутый круг радиуса 𝑟 ∈ (0, 1). Обозначим Γ𝑟 семейство окружностей
вида 𝛾𝑎,𝑏,𝜙 =

{︀
𝑧 ∈ C :

⃒⃒
𝑧 − 𝑎+𝑏

2
𝑒𝑖𝜙

⃒⃒
= 𝑏−𝑎

2

}︀
, где 𝑎 ∈ (−1,−𝑟), 𝑏 ∈ (𝑟, 1) и 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋]. Данное

семейство состоит из окружностей, которые лежат в единичном круге D и охватывают
замкнутый круг K𝑟. Сформулируем основной результат.

Теорема 2. Пусть 𝑟 ∈ (0, 1). Пусть также функции 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐶1(D) и 𝑃, 𝑄 вещественно
аналитические на K𝑟. Тогда следующие условия эквивалентны:

1)
∫︀
𝛾
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 0 для любой 𝛾 ∈ Γ𝑟;

2) выражение 𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦 является полным дифференциалом некоторой функции в D.

Указанные явления тесно связаны с некоторыми экстремальными задачами о множе-
ствах Помпейю (см. [2]) и могут быть полезны при дальнейших исследованиях, связанных
с проблемами типа Помпейю на ограниченных областях.

Исследование проводилось в рамках государственного задания Минобрнауки России
(темы № FREM-2026-0004 и № FRRE-2026-0015).

Источники и литература

1) Волчков В.В., Волчков Вит.В., Волчкова Н.П. О некоторых свойствах функций, ха-
рактеризуемых нулевыми интегралами, Матем. обр., 2021, № 4(100)-2. С. 38–48.

2) Volchkov V.V. Integral geometry and convolution equations. Dordrecht: Kluwer, 2003. –
P. 454.

1


