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0.1 Введение

Пусть на полном вероятностном пространстве (Ω,F ,P) определён
многомерный стохастический процесс

X(t) = (X1(t), . . . , Xn(t))>,

компоненты которого описывают численность индивидов в раз-
личных эпидемиологических или демографических компартментах.
Динамика процесса учитывает как детерминированные механизмы
перехода между группами (например, заражение, выздоровление,
смертность), так и стохастические возмущения (см. [2], [4]), отра-
жающие случайные внешние воздействия, а также миграционные
потоки между пространственно разнесёнными популяциями.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, описываю-
щих поведение системы, а также динамику численности частиц в
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разных группах:

dSi(t) = −βiSi(t)
Ii(t)

Ni(t)
dt−

∑
j 6=i

kijSi(t)dt

+
∑
j 6=i

kjiSj(t)dt+ σ
Si(t)

Ni(t)
(Ei(t) + Ii(t))dB(t)

dEi(t) = −βiSi(t)
Ii(t)

Ni(t)
dt−

∑
j 6=i

kijEi(t)dt

+
∑
j 6=i

kjiEj(t)dt− σ
Si(t)

Ni(t)
Ei(t)dB(t)

dIi(t) = −λEi(t)dt− γiIi(t)dt−
∑
j 6=i

lijEi(t)dt

+
∑
j 6=i

ljiEj(t)dt− σ
Si(t)

Ni(t)
Ii(t)dB(t)

dRi = γiIi(t)dt−
∑
j 6=i

kijRi(t)dt+
∑
j 6=i

kjiRj(t)dt

Ni(t) = Si(t) + Ei(t) + Ii(t) +Ri(t)

Si(0) = Si,0, Ei(0) = Ei,0, Ii(0) = Ii,0, Ri(0) = Ri,0,

i = 1, . . . , n

где B(t) — стандартный одномерный винеровский процесс. Для про-
стоты рассмотрим систему с 2 популяциями частиц — n = 2. Для па-
раметров модели предполагается, что β1, β2 > 0, λ > 0, k12 + k21 > 0,
l12 + l21 > 0, γ1, γ2 > 0, σ — некоторые константы.

Данная система СДУ является моделью для описания численно-
сти групп в модели математической биологии, относящейся к классу
SEIR, состоящих из эпидемиологических групп 4 типов: S — подвер-
женные заболеванию, E — зараженные в инкубационном периоде,
I — заразные, R — переболевшие. Перемещение индивида между
группами происходит следующим образом: S → E → I → R. По-
мимо этого, изменение численности частиц в компартментах может
осуществляться за счет миграции между разными популяциями.

Ставится задача анализа асимптотического поведения решения
при t→∞, включая исследование устойчивости.

0.2 Основной результат

Лемма 1. Пусть X(0) = (S1(0), I1(0), E1(0), R1(0), S2(0), I2(0), E2(0), R2(0)) ∈
R8

+, тогда для системы X(t) =
(S1(t), I1(t), E1(t), R1(t), S2(t), I2(t), E2(t), R2(t)) выполняется

2



Тезисы конференции «Ломоносов — 2026»

P
{
∀t ≥ 0 X(t) ∈ R8

+

}
= 1.

Лемма 2. Для СДУ в условиях Леммы 1 имеют место сходимо-
сти Si(t) → Si,∞, Ei(t) → 0, Ii(t) → 0, Ri(t) → Ri,∞ почти навер-
ное и в среднем порядка p при t→∞. При этом k12S1,∞ = k21S2,∞,
k12R1,∞ = k21R2,∞.

Для оценки скорости сходимости к стационарному состоянию вве-
дем матрицу

A =


−k12 − λ k21 β1 0
k12 −k21 − λ 0 β2
λ 0 −l12 − γ1 l21
0 λ l12 −l21 − γ2


и также возмущенную матрицу Aσ = A+

σ2

2
(I−P), где I — единич-

ная матрица.

Определение 1 ([3]). Процесс X(t) называется экспоненциально
устойчивым почти наверное, если существует константа κ > 0
такая, что

lim sup
t→∞

1

t
log ‖X(t)‖ ≤ −κ

почти наверное.

Теорема 1. Пусть X(t) = (E1(t)E2(t) I1(t) I2(t))>, если Aσ экспо-
ненциально устойчива, то процесс X(t) экспоненциально устойчив
почти наверное с темпом

κ =
µmin

[
(−Aσ)>D +D(−Aσ)

]
µmax[D]

,

где D — диагональная матрица с элементами главной диагона-
ли вида dii = zi/yi, i = 1, . . . , 4, вектора y = (−Aσ)−114, z =
(−Aσ)−>14, 14 = (1 1 1 1)>.

Доказательство основано на применении функции Ляпунова ви-
да V (x) = x>Dx и свойств матрицы Aσ, элементы которой вне глав-
ной диагонали являются неотрицательными. Отметим, что условия
устойчивости также могут быть сформулированы в терминах ин-
декса репродукции R0: R0 < 1, где R0 — максимальное собственное
значение вспомогательной матрицы меньшей размерности, см. [1].
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