
В статье [1] представлена нелинейная модель межотраслевого ба-
ланса с производственными функциями, обладающими свойством
постоянной эластичности замещения ̃︀𝜌𝑗 производственных факторов
(Constant Elasticity Substitution). Для применения модели требует-
ся описать численный метод решения следующей системы нелиней-
ных взаимосвязанных уравнений, единое решение которой определя-
ет вектор цен 𝑝 = (𝑝1, ... , 𝑝𝑚) ∈ [𝑝𝑚𝑖𝑛, 𝑝𝑚𝑎𝑥]

𝑚, 𝑝𝑚𝑖𝑛 > 0 при фиксиро-
ванном векторе эластичностей ̃︀𝜌 = (̃︀𝜌1, ... , ̃︀𝜌𝑚) ∈ [−𝑀,𝑀 ]𝑚, 𝑀 > 0 :

𝑝𝑗 =

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗(𝑝𝑖)
1−𝑒−̃︀𝜌𝑗

+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑗(𝑠𝑘)
1−𝑒−̃︀𝜌𝑗)︂ 𝑒

̃︀𝜌𝑗
𝑒
̃︀𝜌𝑗 −1

⏟  ⏞  
𝐹𝑗(𝑝,̃︀𝜌𝑗)

, 𝑗 = 1,𝑚.

Матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ R𝑚×𝑚 и 𝐵 = (𝑏𝑘𝑗) ∈ R𝑛×𝑚 определяются
по данным за базовый год и считаются известными. Разрешается
сгладить систему по параметру ̃︀𝜌, чтобы найденное решение 𝑝(̃︀𝜌)
имело Липшицевый по параметру градиент 𝑑𝑝

𝑑̃︀𝜌 .
Задача нахождения решения 𝑝 ∈ [𝑝𝑚𝑖𝑛, 𝑝𝑚𝑎𝑥]

𝑚 при ∀ ̃︀𝜌 ∈ [−𝑀,𝑀 ]𝑚

переписывается в оптимизационной постановке:

𝐽(𝑝) := 1
2 ·||𝐺(𝑝, ̃︀𝜌)||22 → inf, для 𝐺(𝑝, ̃︀𝜌) = (︀

𝐺1(𝑝, ̃︀𝜌1), ... , 𝐺𝑚(𝑝, ̃︀𝜌𝑚)
)︀
,

где 𝐺𝑗(𝑝, ̃︀𝜌𝑗) := 𝐹𝑗(𝑝, ̃︀𝜌𝑗)− 𝑝𝑗 .

Негладкость правой части системы по ̃︀𝜌 не позволяет использовать
теорему о системе неявных функций без явной модификации
модели, поэтому в работе было проведено сглаживание системы
( ̃︀𝐺𝑗 →

𝜀1→0
𝐺𝑗) специальной quintic smoothstep-функцией 𝜓(̃︀𝜌𝑗) с

регулирующими темпы сглаживания параметрами 𝜀2 > 𝜀1 > 0 :

̃︀𝐺𝑗(𝑝, ̃︀𝜌𝑗) =
⎧⎪⎨⎪⎩
𝐺𝑗(𝑝, 𝜀1), |̃︀𝜌𝑗 | ≤ 𝜀1,

(1− 𝜓(̃︀𝜌𝑗)) ·𝐺𝑗(𝑝, 𝜀1) + 𝜓(̃︀𝜌𝑗) ·𝐺𝑗(𝑝, ̃︀𝜌), иначе,
𝐺𝑗(𝑝, ̃︀𝜌𝑗), |̃︀𝜌𝑗 | ≥ 𝜀2,

где функция 𝜓(̃︀𝜌𝑗) ∈ 𝐶2 определяется, как:

𝜓(̃︀𝜌𝑗) =
⎧⎪⎨⎪⎩
0, |̃︀𝜌𝑗 | ≤ 𝜀1,

𝑠
(︀ |̃︀𝜌𝑗 |−𝜀1

𝜀2−𝜀1

)︀
, иначе,

1, |̃︀𝜌𝑗 | ≥ 𝜀2,

𝑠(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 0,

6𝑥5 − 15𝑥4 + 10𝑥3, 𝑥 ∈ (0, 1),

1, 𝑥 ≥ 1.
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В работе показана справедливость утверждения о невырожденности
якобиана 𝜕 ̃︀𝐺

𝜕𝑝 с использованием теоремы Леви-Деспланка, а также
существование и единственность решения сглаженной системы, из
чего следует и отсутствие других стационарных точек задачи опти-
мизации в силу:

𝐽 ′(𝑝) =

(︂
𝜕 ̃︀𝐺
𝜕𝑝

)︂𝑇

· ̃︀𝐺 = 0 ⇔ ̃︀𝐺(𝑝, ̃︀𝜌) = 0, где
𝜕 ̃︀𝐺
𝜕𝑝

=

⎡⎢⎣ 𝜕 ̃︀𝐺1

𝜕𝑝1
... 𝜕 ̃︀𝐺1

𝜕𝑝𝑚

... ... ...
𝜕 ̃︀𝐺𝑚

𝜕𝑝1
... 𝜕 ̃︀𝐺𝑚

𝜕𝑝𝑚

⎤⎥⎦ .
Липшицевость градиентов 𝑑𝐽

𝑑𝑝 и 𝑑𝑝
𝑑̃︀𝜌 обеспечена разумным ограниче-

нием 𝑝 и ̃︀𝜌 в классе выпуклых компактов. Такое свойство градиента
позволяет исследовать произвольные гладкие функции от цен 𝑝 и на-
ходить их чувствительности к ̃︀𝜌 по цепному правилу с вычислением
внутренней производной по правилу:

𝑑𝑝

𝑑̃︀𝜌 = −
(︂
𝜕 ̃︀𝐺
𝜕𝑝

)︂−1

· 𝜕
̃︀𝐺
𝜕̃︀𝜌 .

Это позволит, в дальнейшем, решить задачу идентификации ̃︀𝜌 по
имеющимся статистическим данным.
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