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В работе рассматривается экстремальная задача параметриче-
ского возбуждения математического маятника при наличии фазо-
вых ограничений на управление — ограничений как на амплитуду,
так и на скорость изменения возмущения.

Исследуется система{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −
(
1 + v(t)

)
x1,

при начальных условиях x1(0) = 1, x2(0) = 0, где управление удо-
влетворяет ограничениям |v(t)| ≤ µ < 1, |v̇(t)| ≤ η.

Целью является минимизация значения x1(tk) в первый момент
времени tk, когда выполняется условие x2(tk) = 0.

В качестве допустимого класса рассматривается однопараметри-
ческое семейство кусочно гладких управлений (см. Рис. 1), задава-
емых линейными участками, где параметром служит момент t∗, в
который управление проходит через нуль.

Решение системы на каждом участке управления получено ана-
литически. На линейных участках после замены переменных система
сводится к уравнению Эйри, решения которого выражаются через
специальные функции Эйри Ai(z) и Bi(z). На участках постоянно-
го управления система описывается гармоническим осциллятором.
Склеивание решений по непрерывности приводит к неявному транс-
цендентному уравнению F (t∗, tk) = 0, связывающему момент нуле-
вой скорости tk и параметр t∗.

Поскольку аналитическое выражение для зависимости tk(t∗) по-
лучить невозможно, экстремальное значение параметра находится
численно. В классической задаче без ограничения на производную
экстремальное управление, найденное по принципу максимума Понт-
рягина, имеет вид v0(t) = −µ sign(xẋ)[1].
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Текущая секция

Принципиально важный результат состоит в том, что оптималь-
ный момент переключения t∗0 не совпадает с моментом изменения
знака координаты x1(t), в отличие от классического решения без
фазовых ограничений. Показано также, что при η → ∞ решение
с ограничением по производной стремится к классическому закону
управления.

Работа демонстрирует, как фазовые ограничения существенно из-
меняют структуру экстремального управления и момент переключе-
ния, а также даёт аналитико-численный метод решения подобных за-
дач параметрического возбуждения. Такой подход может оказаться
полезным, при моделировании физических воздействий с инерцион-
ностью (температурные/калорические воздействия [2]), когда мгно-
венные скачки параметра невозможны.
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Рис. 1. Закон управления v(t)
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