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Рассмотрим последовательность вычетов xk ≡ ak (mod n), где
k ≥ 0, a, n ∈ Z, n ≥ 2 и gcd(a, n) = 1. Члены последовательности
принадлежат группе единиц U(n) = (Z/nZ)×, которая является ко-
нечной абелевой группой порядка ϕ(n), где ϕ — функция Эйлера [1].
Мультипликативным порядком элемента a по модулю n называет-
ся минимальное натуральное число t, для которого at ≡ 1 (mod n).
Обозначение: ordn(a).

Теорема 1 (Лагранж). Пусть G — конечная группа порядка |G| и
H — её подгруппа. Тогда порядок |H| делит |G|.

Следствие. Порядок любого элемента a ∈ G делит |G|. В частно-
сти, для группы U(n) имеем ordn(a) | ϕ(n) для всех a ∈ U(n) [2].

Следовательно, длина периода последовательности ak mod n яв-
ляется делителем ϕ(n). Целью работы является описание условий
максимальности периода.

При каноническом разложении n =
∏r
i=1 p

αi
i по китайской тео-

реме об остатках группа U(n) изоморфна прямому произведению
U(n) ∼=

∏r
i=1 U(pαii ) [1], откуда вытекает формула

ordn(a) = lcm
(
ordpα1

1
(a), . . . , ordpαrr (a)

)
.

Анализ сводится к изучению структуры групп U(pα) для простых
степеней.

Теорема 2 (о структуре U(pα)). Для нечётного простого p и лю-
бого α ≥ 1 группа U(pα) циклична порядка ϕ(pα) = pα−1(p− 1). Для
степеней двойки: группа U(4) циклична порядка 2, но при α ≥ 3
группа U(2α) изоморфна C2 × C2α−2 и максимальный порядок эле-
мента равен 2α−2.
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Текущая секция

Основной результат работы представлен в следующей теореме:

Теорема 3. Группа U(n) циклична тогда и только тогда, когда
n ∈ {1, 2, 4, pα, 2pα}, где p — нечётное простое, α ≥ 1 [3, 4]. В этом
случае существуют примитивные корни — элементы порядка ϕ(n),
и период последовательности ak mod n может достигать макси-
мального значения ϕ(n).

Для произвольного модуля n максимально возможный пери-
од определяется функцией Кармайкла λ(n) — экспонентой группы
U(n):

λ(n) = lcm
(
λ(pα1

1 ), . . . , λ(pαrr )
)
,

где λ(pα) = ϕ(pα) для нечётного простого p, λ(2) = 1, λ(4) = 2,
λ(2α) = 2α−2 при α ≥ 3 [5]. По теореме Лагранжа λ(n) делит ϕ(n) [2].
В конечной абелевой группе всегда существует элемент, порядок ко-
торого равен экспоненте группы [2].

Критерий примитивного корня: пусть U(n) циклична. Элемент
a ∈ U(n) является примитивным корнем тогда и только тогда, когда
aϕ(n)/q 6≡ 1 (mod n) для каждого простого делителя q числа ϕ(n) [3].

Средний мультипликативный порядок элементов в U(n) асимп-
тотически пропорционален λ(n).
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