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Математические модели, включающие в себя волновые уравнения, лежат в основе описания распространения света, звуковых волн, электромагнитных полей. Одномерное волновое уравнение служит базовой моделью, понимание которой необходимо для перехода к более сложным многомерным и нелинейным задачам.
Одной из основных задач становится определение поведения искомой функции на границах и внутри рассматриваемой области, а также построение соответствующей математической модели, а затем и компьютерной модели для проведения вычислительного эксперимента.
Рассмотрим дискретную линейную стохастическую систему, в которой пара  образует марковский процесс [1]:
,				(1)
где   скрытое состояние;  наблюдение; ,, , , , , , матрицы соответствующих размерностей; ,   независимые гауссовские шумы. Начальное состояние  предполагается гауссовским с известным средним и ковариацией .
Для модели (1) оптимальная (в смысле минимума среднеквадратической ошибки) рекуррентная оценка состояния  вычисляется по уравнениям парного фильтра Калмана [2].
В частном случае, когда , , , , , модель (1) вырождается в классическую модель скрытого марковского процесса, а уравнения парного фильтра Калмана сводятся к стандартному фильтру Калмана [4]. 
Парная модель является строгим обобщением классической: она допускает прямую зависимость будущего состояния  от прошлого наблюдения  (через матрицу  ), а также возможность учета коррелированных шумов состояния и измерения. 
В данной статье рассматривается простейшее волновое уравнение, для которого строится парная марковская модель в дискретном времени, включающая как уравнения динамики, так и уравнения наблюдений. 
Рассмотрим математическую модель волнового уравнения, описываемую уравнением (2) с начальными условиями (3) и граничными условиями Дирихле (4):
							(2)
,  					(3)
              						(4)
							(5)
где  – искомая функция,  – пространственная координата, – время,  – скорость распространения волны, , , ,  – заданные функции,  и  – границы рассматриваемой области (отрезка).
Как правило, решение задач данного типа сводится к решению дифференциальных уравнений конечно-разностными методами [3].
В плоскости  введем в рассмотрение равномерную пространственно-временную сетку  с пространственным шагом  и временным шагом , где
, ,
,.
Обозначим .
Используя центральные разности для аппроксимации производных, получаем явную трехслойную схему («крест»):
, 		(6)
Введем параметр . Тогда уравнение (6) преобразуется к виду
.				(7)
Граничные условия (4) задают значения на концах отрезка: , , . Начальные условия (3) определяют первый слой . 
Для второго слоя используется аппроксимация начальной скорости:
,					(8)
с учетом граничных значений прии .
Явная схема (7) устойчива при выполнении условия Куранта:
.						(9)
При нарушении этого условия решение становится неустойчивым и быстро расходится.
Далее запишем дискретную модель волнового уравнения в матрично-векторной форме.
Введем в рассмотрение вектор внутренних узлов на -м временном слое:
,
где   число внутренних узлов. Тогда уравнение (6) для всех внутренних узлов можно записать в матричном виде:
,						(10)
где  трёхдиагональная матрица размера :
,
а вектор  учитывает граничные условия:.
Уравнение (10) описывает эволюцию вектора , однако сам процесс  не является марковским, поскольку для определения требуется знание двух предыдущих слоев и .
Для получения марковского процесса введем расширенный вектор состояния, объединяющий два последовательных временных слоя:
.						(11)
Структура вектора (11) будет следующая: 
,
где вертикальная черта отделяет текущий слой  от предыдущего слоя . 
Используя (10) и определение (11), получим динамику расширенного вектора состояния:
.		(12)
Таким образом, динамика волнового процесса описывается дискретной линейной системой
,						(13)
в которой
,	.
Далее предположим, что наблюдения производятся не во всех узлах, а лишь в некоторых. Обозначим через 𝑝 количество измерительных датчиков . Вектор наблюдений в момент  имеет размерность  и формируется как
 						 (14)
где  матрица наблюдений, каждая строка которой содержит единицу в позиции, соответствующей узлу с датчиком, и нули в остальных, а  гауссовский шум измерений с ковариационной матрицей  размера . 
В терминах расширенного состояния  уравнение наблюдений принимает вид
.						(15)
В частном случае полных наблюдений () имеем 𝐻 = .
Далее покажем, как привести построенную дискретную модель (13), (15) к виду парной марковской модели.
Представим нашу модель в виде парной марковской модели вида (1), где состояние есть . Для этого выразим  из уравнения наблюдений (14):
			(16)
где  псевдообратная матрица Мура–Пенроуза [5]. Подставляя это выражение в (10), получаем:
,				(17)
где  — шум процесса, добавленный к уравнению состояния.
Тогда полная дискретная стохастическая модель волнового процесса в форме парной марковской модели с учетом ненулевого управления  и шума  принимает вид:
.		(18)
Отсюда получаем соответствие с обозначениями (1):
,


Ковариационная матрица объединенного шума имеет вид:
				(19)
в предположении независимости и  во времени и между собой.
Для наглядности рассмотрим конкретный численный пример и построим полную парную марковскую модель. 
Пример. Предположим, задан отрезок ; количество интервалов  (всего 5 узлов: ); шаг по времени ; скорость волны ; граничные условия: (закрепленные концы); начальные условия , ; предположим также, что шумы  и  отсутствует. В модели наблюдений рассмотрим один датчик в середине интервала, что соответствует . Тогда ; .
Внутренние узлы имеют индексы  так что . Вектор  на каждом временном слое . Первый слой определяется непосредственно из начального условия:

Второй слой вычисляется по формуле (7): , с подстановкой граничных значений . и  при  и соответственно. Последовательно вычисляя ,  и , получим
, .
Матрица наблюдений  и псевдообратная матрица  В силу нулевых граничных условий: 
Расширенный вектор состояния  имеет размерность :
.
Матрица перехода  для вида (13): 
.
Для вида (18) (с состоянием (, )):
 .
Начальное расширенное состояние для момента .
Таким образом, получена полностью определенная парная марковская модель вида
  с наблюдениями .
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