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Болезни сердечно-сосудистой системы являются основной причиной смертности в мире, и имплантация электрокардиостимуляторов является ключевым методом лечения брадиаритмий. Основное предназначение электрокардиостимулятора заключается для нормализации сердечного ритма у пациентов, чье сердце бьется недостаточно часто или в аномальном режиме. 
В работе рассматривается один из подходов к математическому моделированию кардиостимулятора на основе нелинейной динамической системы.
Можно считать, что изучение электрической активности сердца началось с работ В. Эйнтховена, заложившего основы электрокардиографии [1]. Математическая модель сердца как релаксационного генератора впервые предложена Ван дер Полем и Ван дер Марком [2]. Дальнейшее развитие этого направления привело к формированию современной концепции, согласно которой проводящая система сердца интерпретируется как ансамбль взаимосвязанных нелинейных осцилляторов.
В данной работе решается задача стохастического моделирования кардиостимулятора. Цель работы — на базе модифицированного уравнения Ван дер Поля построить дискретную нелинейную стохастическую модель сино-атриального узла (САУ) — главного кардиостимулятора сердца [3].
Рассмотрим известное уравнение Ван дер Поля, описывающее простой осциллятор с нелинейным затуханием [4]:
,								(1)
где  и  – параметры модели. 
Генератор Ван дер Поля интересен тем, что адаптирует свою внутреннюю частоту к частоте внешнего управляющего сигнала, при этом амплитуда сигнала остается неизменной. Эта способность крайне важна с физиологической точки зрения: ведущий кардиостимулятор является наиболее высокочастотным элементом проводящей системы, задающим ритм для всех прочих генераторов. Руководствуясь этим принципом, Ван дер Поль и ван дер Марк разработали математическую модель на основе нелинейного дифференциального уравнения второго порядка [2].
В работе [5] K. Grudzinski и J.J. Zebrowski предложили две модификации уравнения Ван дер Поля для моделирования САУ. В данной работе рассмотрена одна из этих модификаций, в которой часть , отвечающая за демпфирование, заменена выражением . Тогда модифицированное уравнение Ван дер Поля имеет следующий вид:
						(2)
где произведение < 0.
С целью учета случайных факторов построим стохастическую модель САУ на основе (2). Для этого в пространстве состояний зададим вектор состояния
,
где 
Используя уравнение (2), запишем сначала детерминистскую модель, представленную в пространстве состояний системой дифференциальных уравнений первого порядка:
			(3)
где  – трансмембранный потенциал узла  ,  – скорость его изменения.
Модель (3) является нелинейной и может быть представлена в общем виде:
										(4)
где  – вектор состояния, нелинейная вектор-функция, задающая динамику процесса.
Рассмотрим систему (4). Для построения стохастической модели добавим в правую часть второго уравнения (4) стохастическую составляющую в виде винеровского процесса . Запишем стохастическую модель в непрерывном времени:
								(5)
с начальным условием , где  – вектор состояния модели (5),  – данные в начальный момент времени  параметр, учитывающий случайные возмущения в скорости изменения трансмембранного потенциала .
Для построения дискретной стохастической модели применим метод Эйлера-Маруямы [6, 7].
Рассмотрим равномерную сетку  на временном интервале [0, Т] с шагом  Введем обозначение 
Интегрируя (5) на отрезке [,], получим
						(6)
Переходя к конечным разностям, из (6) получим систему разностных уравнений 
								(7)
где  – приращение винеровского процесса. Обозначим , где  – гауссовская случайная величина.
Таким образом, искомая дискретная стохастическая модель окончательно примет вид
,									(8)
где 
Далее предположим, что величина  наблюдается на фоне помехи  которая моделируется гауссовской случайной последовательностью с нулевым математическим ожиданием и дисперсией , то есть .
Уравнение наблюдения в дискретном времени запишем в следующем виде:
								(9)
Задача заключается в том, чтобы по зашумленным неполным наблюдениям  вычислить оценки вектора состояния  Таким образом, мы сможем отслеживать ненаблюдаемую скорость изменения трансмембранного потенциала .
Решение задачи оценивания вектора состояния  получим с помощью расширенного фильтра Калмана [8].
Для этого предварительно необходимо линеаризовать нелинейную функцию ) следующим образом: 

Матрица Якобиана  в случае нелинейной модели (8) будет иметь следующий вид:

где
,
.
Полученную матрицу  будем использовать в алгоритме расширенного фильтра Калмана.
Для проверки работоспособности и подтверждения эффективности предложенного решения проведем компьютерное моделирование на языке Python. Для этого напишем скрипт, который позволяет задавать параметры модели, генерировать вектор состояния  и измерения , а также реализуем алгоритм расширенного фильтра Калмана, позволяющий вычислить оценки вектора состояния.
Вычислительный эксперимент проведем при следующих значениях параметров модели  = 3.0, 0,83, -0.83, = 3.0,  =6, начальные значения состояния (0) = -0.1,  (0) = -0.2, интервал дискретизации = 0.05, параметры шумов  = 0.01,  = 0.1, количество наблюдений N=600, начальные данные фильтра  = ,= 10.
Результаты вычислительных экспериментов приведены на рисунке 1. По графикам, представленным на рисунке, видно, что алгоритм расширенного фильтра Калмана позволяет вычислить оценки ненаблюдаемой компоненты вектора состояния с приемлемой точностью.
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Рис.1. График скорости изменения трансмембранного потенциала и его оценки

Также по результатам экспериментов были вычислены среднеквадратичные ошибки оценивания:
RMSE(x) =0.0412,	RMSE() = 0.1157.

Таким образом, в работе построена дискретная стохастическая модель сино-атриального узла на основе модифицированного уравнения Ван дер Поля. Дискретизация выполнена методом Эйлера-Маруямы, оценивание вектора состояния — с помощью расширенного фильтра Калмана. Вычислительные эксперименты на Python подтвердили работоспособность модели. Дальнейшие исследования будут направлены на разработку алгоритма идентификации параметров моделей САУ.
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