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В недавних работах, посвящённых явным формулам конформных отображений од-

носвязных и двусвязных областей с кусочно-аналитической границей, а также вопросам
оптимизации формы области Ω (препятствия) в потенциальном плоском или осесиммет-
ричном потоке жидкости (см., например, [1], [2, с. 129–132] и цитируемую там литерату-
ру), существенно использовалось специальное представление рассматриваемых областей.
А именно, рассматриваемые области задавались в терминах длины |Γ| её границы Γ = 𝜕Ω
и её угловой функции 𝑁 = 𝑁Ω : [0, 2𝜋𝑅] ∋ 𝑠 ↦→ 𝑁(𝑠). Здесь 𝑠 — натуральный параметр
на Γ, т. е. длина дуги 𝑃0𝑃𝑠, отсчитываемая в положительном направлении от точки 𝑃0 до
𝑃𝑠 ∈ Γ, а 𝑁(𝑠) — радианная мера угла между осью 𝑥 и внешней нормалью 𝜈⃗ к границе Ω
в точке 𝑃𝑠.

Таким образом, для решения важных вопросов, относящихся к проблемам потенци-
альных течений, а также конформных отображений, в том числе двусвязных областей,
требуется предварительно представить рассматриваемую область, заданную изначально
в полярных координатах (𝑟, 𝜃), через её угловую функцию. Этот общий вопрос рассмотрен
ниже на примере семейства кривых

Γ = Γ𝑘
def
=
{︀

(𝑟, 𝜃)
⃒⃒
𝑟(𝜃) = 2𝑘 cos𝑘𝜃, |𝜃| ≤ 𝜋

2

}︀
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 3. (1)

1. Кривая, заданная формулой (1), симметрична относительно оси 𝑥. Достаточно по-
строить её угловую функцию 𝑁 лишь для верхней её части Γ+, где 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2. Будем
отсчитывать натуральный параметр 𝑠 от точки 𝑃0, соответствующей 𝜃 = 0, т. е. 𝑠 = 0 в
точке (2𝑘, 0). При 𝑘 = 1 кривая Γ есть окружность радиуса 1 с центром в точке (1, 0), и
простые геометрические построения дают 𝑁(𝑠) = 𝑠.

Получим этот частный результат построениями, применимыми к Γ𝑘 при любом 𝑘. Бу-
дем исходить из формулы для скалярного произведения единичных векторов 𝜈⃗ и 𝑒⃗𝑥:

𝜈⃗ · 𝑒⃗𝑥 = |𝜈⃗| · |𝑒⃗𝑥| cos𝑁(𝑠(𝜃)). (2)

Нормаль к линии уровня 𝑓 пропорциональна ∇𝑓 . Для 𝑓(𝑟, 𝜃) = 𝑟 − 2 cos 𝜃: ∇𝑓 = 𝑒⃗𝑟 + 1
𝑟
𝑒⃗𝜃,

т. е. ∇𝑓 = (1, tg 𝜃), откуда |∇𝑓 | = 1
| cos 𝜃| . Повторяя стандартные выкладки с учётом того,

что 𝑒⃗𝜃 · 𝑒⃗𝑥 = − sin 𝜃, получаем cos𝑁(𝑠(𝜃)) = cos 2𝜃, и при начальном условии 𝑁
⃒⃒
𝜃=0

= 0:

𝑁(𝑠) = 2𝜃. (3)

Формула для натурального параметра при 𝑘 = 1 даёт 𝑠(𝜃) = 2𝜃, что подтверждает кон-
трольный тест: 𝑁(𝑠) = 𝑠.

Теорема 1. Для кривой (1) при 𝑘 = 1: 𝑁(𝑠) = 𝑠, |Γ| = 2𝜋.
2. Для произвольного 𝑘 аналогичные построения дают ∇𝑓 = (1, 𝑘 tg 𝜃), откуда
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|∇𝑓 | =

√
cos2 𝜃 + 𝑘2 sin2 𝜃

cos 𝜃
.

Приравнивая два выражения для ∇𝑓 · 𝑒⃗𝑥 и сокращая на cos 𝜃, получаем:

cos𝑁(𝜃) =
cos2 𝜃 − 𝑘2 sin2 𝜃√
cos2 𝜃 + 𝑘2 sin2 𝜃

,

откуда

𝑁(𝜃) = arccos

(︂
cos2 𝜃 − 𝑘2 sin2 𝜃√
cos2 𝜃 + 𝑘2 sin2 𝜃

)︂
. (4)

При 𝑘 = 1 формула (4) даёт 𝑁 = arccos(cos 2𝜃) = 2𝜃 — контрольный тест пройден.
Натуральный параметр и длина кривой задаются формулами:

𝑠(𝜃) = 2𝑘

∫︁ 𝜃

0

cos𝑘−1(𝜃′)
√︀

cos2 𝜃′ + 𝑘2 sin2 𝜃′ 𝑑𝜃′, (5)

|Γ| = 2 · 2𝑘

∫︁ 𝜋/2

0

cos𝑘−1(𝜃)
√︀

cos2 𝜃 + 𝑘2 sin2 𝜃 𝑑𝜃. (5′)

При 𝑘 = 3 формула (5) принимает вид

𝑠(𝜃) = 8

∫︁ 𝜃

0

cos2𝜃′ ·
√︀

1 + 8 sin2 𝜃′ 𝑑𝜃′, (5′′)

что является эллиптическим интегралом и не выражается через элементарные функции;
значение 𝑠(𝜃) вычисляется численно.

Функция 𝜃 ↦→ 𝑠(𝜃) строго возрастает на [0, 𝜋/2), поскольку

𝑑𝑠

𝑑𝜃
= 2𝑘 · cos𝑘−1𝜃 ·

√︀
cos2 𝜃 + 𝑘2 sin2 𝜃 > 0.

По теореме об обратной функции существует единственная обратная 𝜃 = 𝜃(𝑠). Подставляя
в (4), получаем угловую функцию от натурального параметра:

N(𝑠) = arccos

(︃
cos2 𝜃(𝑠) − 𝑘 sin2 𝜃(𝑠)√︀
cos2 𝜃(𝑠) + 𝑘2 sin2 𝜃(𝑠)

)︃
. (6)

При 𝑘 = 1: 𝜃(𝑠) = 𝑠/2, откуда N(𝑠) = 𝑠. При 𝑘 = 3: 𝜃(𝑠) и N(𝑠) вычисляются численно по
формулам (5”) и (6).

Теорема 2. Для кривой Γ𝑘 при 1 ≤ 𝑘 ≤ 3 функции 𝑁(𝜃) и 𝑠(𝜃) задаются формула-
ми (4) и (5). Функция 𝜃 ↦→ 𝑠(𝜃) строго возрастает на [0, 𝜋/2) и обратима. Обозначая
обратную 𝜃(𝑠), получаем угловую функцию N(𝑠) по формуле (6). При 𝑘 = 1: N(𝑠) = 𝑠.

Авторы признательны А. С. Демидову и Е. В. Тимохину за постановку задачи и по-
мощь в работе.
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Рис. : Рис.1

Рис. : Рис.2 [s(theta)]

Рис. : Рис.3 [N(s)]
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