Методика Ричардсона для треугольных сеток
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Большинство прикладных задач для уравнений в частных производных решается численными методами. Расчетная область как правило имеет достаточно сложную форму, поэтому на практике используются неструктурированные (треугольные либо тетраэдральные) сетки. Основным вопросом в таком расчете является апостериорная верификация фактической точности. 
Для ортогональных равномерных и квазиравномерных сеток известна процедура многосеточных расчетов и оценки точности по методу Ричардсона [1]. Напомним, что эти оценки являются асимптотически точными; то есть чем подробнее сетка, тем ближе эта оценка к фактической точности расчета. Важно также то, что эти оценки не используют никакой информации о решении или его производных.
Однако для неструктурированных сеток такие процедуры еще не реализованы. Обычно проводится однократный расчет на заданной сетке, и оценить его точность в принципе невозможно. В данной работе реализован алгоритм трианугляции двумерной области со сложной границей и построен метод оценки точности сеточного расчета на такой сетке.
Для триангуляции исходной области использовался алгоритм исчерпывания [2]. Он состоит в последовательном "вырезании" треугольников из ещё не обработанной области. После построения сетки её нужно оптимизировать. Для этого используется два алгоритма: "flip" и "Laplace shift" [3]. Первый приводит построенную триангуляцию к триангуляции Делоне, которая, как известно, является оптимальной на заданном наборе точек. Второй алгоритм последовательно применяется к каждому узлу сетки, не лежащему на границе, и смещает его в центр многоугольника, образованного всеми треугольниками, прилежащими к данному углу. Два этих алгоритма позволяют заметно улучшить качество сетки. 
Сетка дробится следующим образом. В каждом треугольнике соединим прямыми отрезками середины сторон. При этом каждый треугольник разбивается на четыре подобных, а сетка остаётся согласованной. При этом нужно следить, чтобы рёбра, аппроксимирующие границу, при разбиении так же лежали на границе: в случае криволинейной границы, требуется сместить узлы с центров таких рёбер на границу. Формулы для оценок точности по методу Ричардсона полностью аналогичны таковым для квазиравномерных сеток.

В качестве тестовой задачи рассмотрено вычисление интеграла методом средних. Погрешность этого метода имеет второй порядок малости относительно площади треугольника. Проводился расчет интеграла, для которого известно точное значение, выражающееся в элементарных функциях.
Результаты показывают, что апостериорная оценка точности стремится к фактическому значению погрешности при последовательных сгущениях сетки. Это позволяет применять экстраполяционное уточнение, то есть исключать найденную оценку погрешности из численного решения. Это приводит к повышению порядка точности. В силу симметрии формулы при каждом уточнении порядок точности повышается не на 1, а на 2. Для рассмотренной задачи было проведено описанное уточнение. Результаты расчетов полностью соответствуют теоретически ожидаемой картине.
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