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Пусть 𝑀𝑛,𝑚 — пространство действительных матриц размера 𝑛 × 𝑚 (пишем 𝑀𝑛 при
𝑚 = 𝑛). Для вектора 𝑥 ∈ R𝑛 обозначим через 𝑥[𝑗] его 𝑗-ю по невозрастанию координату.

Определение 1. Пусть 𝑥, 𝑣 — вектора из R𝑛. Говорим, что 𝑣 мажорирует 𝑥, 𝑥 ⪯ 𝑣 (или
𝑣 ⪰ 𝑥), если

∑︀𝑘
𝑗=1 𝑥[𝑗] ≤

∑︀𝑘
𝑗=1 𝑣[𝑗] для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, и при 𝑘 = 𝑛 достигается равенство.

Определение 2. Различные типы мажоризаций матриц определяются следующим об-
разом (см. [1], [2]):

∙ Слабая мажоризация: 𝐴 ⪯𝑤 𝐵, если существует такая строчно-стохастическая мат-
рица 𝑋 ∈ 𝑀𝑛, что 𝐴 = 𝑋𝐵.

∙ Мажоризация по направлению: 𝐴 ⪯𝑑 𝐵, если 𝐴𝑥 ⪯ 𝐵𝑥 для любого 𝑥 ∈ R𝑚.

∙ Сильная мажоризация: 𝐴 ⪯𝑠 𝐵, если существует такая двояко-стохастическая мат-
рица 𝑋 ∈ 𝑀𝑛, что 𝐴 = 𝑋𝐵.

Теорема 1. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀𝑛, и 𝐵 обратима. Тогда 𝐴 ⪯𝑑 𝐵 ⇔ 𝐴 ⪯𝑠 𝐵. Если, кроме
того, 𝑒𝑡𝐴 = 𝑒𝑡𝐵, где 𝑒 — вектор, все координаты которого равны 1, то 𝐴 ⪯𝑤 𝐵 ⇔ 𝐴 ⪯𝑠 𝐵.

Теорема 2. Пусть 𝐴,𝐵 — матрицы размера 𝑛 ×𝑚 с коэффициентами из множества
{0, 1}. Тогда справедливы следующие критерии мажоризации:

1) 𝐴 ⪯𝑤 𝐵 ⇔ множество различных строк матрицы 𝐴 лежит в множестве различ-
ных строк матрицы 𝐵.

2) 𝐴 ⪯𝑠 𝐵 ⇔ 𝐴 ⪯𝑑 𝐵 ⇔ 𝐴 = 𝑃𝐵, где 𝑃 — некоторая перестановочная матрица.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ-16-11-10075.
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