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Пусть 𝑀2 - гладкое компактное двумерное многообразие, 𝑓 : 𝑀2 → R -функция Морса
на 𝑀2 и {𝑥 ∈ 𝑀2 : 𝑓(𝑥) = 𝑘,где 𝑘 ∈ R} - её особый уровень. Тогда существует 𝜀 > 0
такое, что 𝑓−1([𝑘 − 𝜀, 𝑘 + 𝜀]) не содержит особых точек, кроме лежащих на особом уровне
({𝑓 = 𝑘}).

Определение 1. Атомом называется пара ( 𝑓−1([𝑘−𝜀, 𝑘+𝜀]), 𝑓−1(𝑘) ) с указанием вло-
жения графа 𝑓−1(𝑘) в поверхность 𝑓−1([𝑘−𝜀, 𝑘+𝜀]). Атом называется ориентируемым, если
эта поверхность ориентируема. Граф 𝑓−1(𝑘) называется остовом атома. Два атома называ-
ются изоморфными, если существует гомеоморфизм пар, который переводит поверхность
в поверхность (сохраняя ориентацию, если поверхность ориентирована), остов — в остов,
а функцию переводит в функцию. Будем говорить, что атом ( 𝑓−1([𝑘 − 𝜀, 𝑘 + 𝜀]), 𝑓−1(𝑘) )
порожден функцией 𝑓 .

Определение 2. Назовем атом, порожденный функцией 𝑓 высотным, если существует
такое вложение 𝑔 : 𝑀2 → R3, что 𝑓(𝑝) = 𝑧(𝑔(𝑝)) для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑔(𝑀2), где 𝑧 —
стандартная координата в пространстве 𝑅3, т.е. 𝑧 — функция высоты на 𝑔(𝑀2). Также
необходимо самостоятельное определение атома.

Определение 3. Атомом назовем “оснащенную” пару (𝑃 2, 𝐾), где 𝑃 2 - компактная
ориентированная поверхность с краем, 𝐾 - непустой конечный связный граф, вложен-
ный в 𝑃 2, вершины которого имеют степень 0 или 4, причем множество 𝑃 2∖𝐾 является
несвязным объединением колец 𝑆1 × (0, 1], (𝑆1, 1) ⊂ 𝜕𝑃 2. Множество колец и их гранич-
ных окружностей разбито на два подмножества ( белые и черные ) таким образом, что
к каждому ребру графа 𝐾 примыкают ровно одно белое кольцо и ровно одно черное
кольцо. Указанное разбиение колец и соответствующих окружностей на белые и черные
называется оснащением пары (𝑃 2, 𝐾). Два атома считаются изоморфными, если существу-
ет гомеоморфизм оснащенных пар, сохраняющий ориентацию поверхностей и раскраску
колец.

Утверждение 1. Определения 1 и 3 эквивалентны.

Определение 3. Симметрией атома 𝑋 = (𝑃 2, 𝐾) называется сохраняющий ориента-
цию и оснащение гомеоморфизм оснащенной пары (𝑃 2, 𝐾) на себя, рассматриваемый с
точностью до изотопии, т.е. класс эквивалентности изотопных гомеоморфизмов оснащен-
ной пары (𝑃 2, 𝐾) на себя. Отметим, что при таком определении группа 𝑆𝑦𝑚(𝑋) симметрий
атома 𝑋 = (𝑃 2, 𝐾) дискретна.

Определение 4. Конечный связный граф Г, некоторые ребра которого ориентиро-
ваны, называется ориентированным 𝑓 -графом, если все его вершины имеют степень 3,
причем к каждой его вершине примыкают ровно два ориентированных полуребра, из ко-
торых одно входит в вершину, а другое выходит из нее. Отметим, что вершина может
быть началом и концом одного и того же ориентированного ребра–петли.

Соответствующий 𝑓 -граф строится по атому (𝑃 2, 𝐾) следующим образом: в качестве
неориентируемого ребра берется отрезок, соединяющий границы противоположных белых
колец (см. рис. 1), а в качестве вершин — соответствующие концы отрезка. В качестве
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ориентированных ребер берутся примыкающие к вершинам дуги белых колец, с соответ-
ствующей ориентацией.

В рамках данной работы получена классификация высотных двумерных атомов с тран-
зитивной на вершинах группой симметрий в терминах 𝑓 -графов.
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