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Ïðèìåíåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â êà÷åñòâå äàò÷èêîâ è àêòþàòîðîâ äëÿ
óïðàâëåíèÿ ôîðìîé è êîëåáàíèÿìè ïëîñêèõ êîíñòðóêöèé íàõîäèò âñ¼ áîëüøåå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå. Ýòîìó ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, êàê â Ðîññèè(íàïðèìåð,
[1-2]), òàê è çà ðóáåæîì. Ñðåäè âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàáîò ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòû, îñ-
íîâàííûå íà ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêîé òåîðèè òîíêèõ ïëàñòèí [4-6].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà ñ âíåäð¼ííûì ïüåçîýëåìåíòîì (ðèñ. 1),
ñîñòîÿùàÿ èç èäåàëüíî ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñîáîé îðòîòðîïíûõ ñëîåâ. Ïüåçîýëåìåíò
ìîæåò áûòü êàê âíåäð¼í ìåæäó ñëîÿìè, òàê è ïðèñîåäèí¼í ê ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû.
Ïëàñòèíà çàíèìàåò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà x ∈ [0, L], y ∈ [0,W ], z ∈ [−h

2
, h

2
]. Ïüåçîýëå-

ìåíò çàíèìàåò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà x ∈ [x1, x2], y ∈ [y1, y2], z ∈ [zP− , z
P
+ ], åãî öåíòð

èìååò êîîðäèíàòû (xP , yP , zP ) = (x1+x2

2
, y1+y2

2
,
zP
−+zP

+

2
), èìååò ðàçìåðû (LP ,WP , hP ) =

(x2 − x1, y2 − y1, z
P
+ − zP−). Îñü ïîëÿðèçàöèè ïüåçîýëåìåíòà ïàðàëëåëüíà îñè z.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

σIJ = CIJKLεKL − e3IJE3

D3 = e3IJεIJ + ξ3E3, I, J,K, L ∈ 1, 2,

ãäå ε � òåíçîð äåôîðìàöèé, σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, C � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè,
e � òåíçîð ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò, E � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, D
� âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, ξ � âåêòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. e = 0
äëÿ ìàòåðèàëà ïëàñòèíû è îòëè÷åí îò íóëÿ äëÿ ïüåçîìàòåðèàëà.

Â [4] ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèïîòåç Êèðõãîôà-Ëÿâà è ïðè ïðåíåáðåæåíèè èçìåíåíèåì
æ¼ñòêîñòè â ìåñòå âíåäðåíèÿ ïüåçîìàòåðèàëà ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêîé
ïëàñòèíû ïðè âîçäåéñòâèè ýëåêòðè÷åñòâà íà ïüåçîýëåìåíò. Â ñëó÷àå, êîãäà îñè îðòî-
òðîïèè ñëî¼â ìàòåðèàëà ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò, è â ñëó÷àå ñèììåòðèè ñëî¼â
îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåùåíèé u, v è íà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîãèáà
w. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íîñèò èìÿ Ñîôè-Æåðìåí è èìååò âèä:

D1111w,xxxx + 2(D1122 + 2D1212)w,xxyy +D2222w,yyyy = −V zP [R,xxe311 + 2R,xye312 +R,yye322]
(1)

, ãäå DIJKL =
h/2∫
−h/2

z2CIJKL dz � òåíçîð èçãèáíûõ æåñòêîñòåé, V = E3

hP
� ýëåêòðè÷åñêîå

íàïðÿæåíèå íà ïüåçîýëåìåíòå, R(x, y) = (H(x− x1)−H(x− x2))(H(y− y1)−H(y− y2))
� ôóíêöèÿ ïîëîæåíèÿ ïüåçîýëåìåíòà â ïëàíå, H(x) - ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
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Âîçäåéñòâèå ïüåçîýëåêòðèêà íà ïëàñòèíó îòðàæàåò ñïåöèôè÷åñêàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (1), âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç îáîáù¼ííûå ôóíêöèè � ôóíêöèþ ÕåâèñàéäàH(x),
äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà δ(x) è å¼ ïðîèçâîäíóþ δ′(x).

Â ðàáîòå íà îñíîâå ðåøåíèÿ Íàâüå [3] ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ:

w|x=0,L = w|y=0,W =
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0,L

=
∂2w

∂y2

∣∣∣∣
y=0,W

= 0

Ðåøåíèå èìååò âèä äâîéíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà:

w(x, y) =
16V zPLWe311

π4D1111
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∞∑
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]

( i
2W
L

)2 + 2(D1122+2D1212)
D1111

(ij)2 + D2222

D1111
( j

2L
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(2)
Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äâîéíîãî ðÿäà (2) íå õóæå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äâîéíîãî ðÿäà

ñ îáùèì ÷ëåíîì 1
ij(i2+j2)

.
Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà, òàê

è äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì, ðåøàþùèõ áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ïîáåäðè Á. Å.
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Ðèñ. 1: Ñõåìà ñëîèñòîé ïëàñòèíû ñ âíåäð¼ííûì ïüåçîýëåìåíòîì
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